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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ УПРАВЛЯЕМОГО ВЕРТИКАЛЬНОГО 
ПОЛЕТА ПРИВЯЗНОЙ ПЛАТФОРМЫ 

Аннотация. Существует проблема оперативного получения достоверной и достаточной инфор-

мации об окружающей обстановке, в том числе на труднодоступных территориях, где отсутствует 

связь или требуется длительное время стационарного мониторинга с целью обеспечения безопасно-

сти или охраны важных объектов. В статье рассматриваются вопросы математического модели-

рования автоматизированной тросовой стоянки беспилотного летательного аппарата (платформы) 

в вертикальной плоскости. 

Целью исследования является создание инструментальных средств проектирования привязных 

летательных платформ, оснащенных автоматизированной тросовой системой удержания с учетом 

внешних случайных возмущений атмосферы при вертикальном полёте. Для достижения поставлен-

ной цели необходимо провести математическое моделирование полета привязных беспилотных лета-

тельных платформ с учетом внешних активных и реактивных сил, а также возмущающих сил – слу-

чайных воздушных потоков, которые могут быть значительными по силе и переменными по направ-

лению, что, несомненно, влияет на устойчивое положение привязной платформы. Применение алго-

ритма расширенного фильтра Калмана в качестве наблюдателя состояния привязной летательной 

платформы при математическом моделировании полета платформы делает возможным учет слу-

чайных возмущений атмосферы как частично детерминированной среды с целью уменьшения ошибки 

положения летательного аппарата при его управлении. 

Для решения поставленной задачи использовались методы классической механики, теории устой-

чивости движения, оптимального управления, теории оценивания, параметрической оптимизации. 

Представлены результаты математического моделирования полета привязной летательной 

платформы – привязного коптера – с учетом случайных атмосферных возмущений. Результаты вы-

числительных экспериментов позволили установить, что случайные возмущения атмосферы могут 

оказывать существенное влияние на управление летательным аппаратом по положению. 

Ключевые слова: привязная платформа, моделирование, фильтр Калмана, наблюдатель состоя-

ния.

Введение. Стремительное развитие инфор-

мационных технологий, микропроцессорной тех-

ники, систем автоматического управления и 

связи для беспилотных летательных аппаратов 

(БЛА) с одной стороны и ограничения или подав-

ление их оптико-электронных компонентов при-

водит к переосмыслению концепции применения 

БЛА. 

Существует ряд задач по сбору информации 

и стационарному наблюдению за объектами в 

труднодоступных местах (леса, горные ущелья, 

геологические разработки и др.), где прием сиг-

налов затруднен, подавляется или отсутствует 

вовсе. Ограниченное время работы бортового ак-

кумулятора (в среднем 20–40 мин. для аппаратов 

среднего класса), и, соответственно, время 

нахождения летательного аппарата в воздухе тре-

бует постоянного присутствия оператора для его 

обслуживания: подзарядки или замены. 

Применение проводного наземного источ-

ника питания для летательного аппарата позво-

лит решить задачу длительности нахождения ап-

парата в воздухе и позволит нести полезную 

нагрузку в виде контролирующих приборов, теп-

ловизоров и др., а проводная сеть передачи дан-

ных, например, волоконно-оптический кабель, 

канал которого не подвержен наличию помех, 

позволит обезопасить передачу сведений незави-

симо от действия РЭБ. 

Однако, наличие «привязи» накладывает 

ограничения на рабочее пространство и дина-

мику в связи с необходимостью удержания лета-

тельного аппарата с полезной нагрузкой (до 10–

30 кг) на высоте 20–100 м с помощью кабель-

троса для электрической нагрузки 10–15кВт [1]. 

Применение беспилотных коммуникацион-

ных платформ с привязанным к ним на кабель-

тросе оборудованием для нужд аэрогеофизики, 

например, для гамма-спектрометрии (рис. 1-а), 

явилось преддверием для развития привязных 

стационарных телекоммуникационных плат-

форм [2] (рис. 1-б).   
Системы привязных летательных платформ 

NTFPs (англ. Networked Tethered Flying Platforms 

– сетевые привязные летающие платформы), яв-

ляются частью телекоммуникационных структур 

и промежуточным звеном между спутниками и 
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наземной связью. Кабель-трос обеспечивает не-

прерывную передачу данных и питания, источ-

ником которого может служить генератор, элек-

тростанция и т.п. С точки зрения беспроводной 

телекоммуникационной связи использование 

NTFPs значительно дешевле спутников и башен-

вышек. Но существуют и ограничения на приме-

нение рассматриваемых платформ, например, от-

сутствие мобильности, ограниченная длина ка-

бель-троса, надежность винтомоторной группы 

используемых беспилотных летательных аппара-

тов (БЛА). Поэтому сферами применения NTFPs 

являются сбор и передача информации по эколо-

гической, биологической, научно-исследователь-

ской и военной деятельности [3–5]. 
 

               
а)           б) 

Рис. 1. Квадрокоптер: а – с исследовательским оборудованием; б – привязной коптер 

Вопросами применения привязных плат-

форм начали уделять внимание совсем недавно. 

Прародителями NTFPs можно считать аэростаты 

– аппараты легче воздуха, к которым относятся: 

воздушные шары, стратостаты, дирижабли [6–9]. 

Так дирижабли, активно строившиеся во второй 

половине 19 века, имели ёмкости, которые запол-

нялись газом низкой плотности, например, ге-

лием, и за счет разностей плотностей газа и воз-

духа могли не только перемещаться в любом 

направлении, но и долго находиться на опреде-

ленном месте без затрат горючего, отключив дви-

гатели. Использовались и привязные дирижабли 

для подъёма ретрансляторов, защиты от налетов 

авиации и пр., которые при подъёме, стоянке на 

высоте и спуске удерживались специальным тро-

сом, нижний конец которого закреплялся на ле-

бедке. Таким образом, происходила регулировка 

высоты подъёма и/или перемещение в горизон-

тальной плоскости. Стратостаты и воздушные 

шары используются и в настоящее время для 

наблюдений, сбора данных и экспериментов в ат-

мосфере для метеорологии, географических ис-

следований, аэрологии и в коммерческих целях. 

Продолжительность полета на воздушном шаре 

может варьироваться в зависимости от различ-

ных факторов, таких как погодные условия, вы-

бранная траектория полета, и происходит в ниж-

них слоях атмосферы. В среднем, полет на воз-

душном шаре длится около часа. В отличии от 

воздушных шаров полет стратостатов проходит 

на больших высотах, в стратосфере. 

На сегодняшний день недостаточно изучена 

проблема моделирования привязных беспилот-

ных летательных платформ, которые подвер-

жены влиянию случайных воздушных потоков. 

Этот фактор является одним из основных, влия-

ющих на устойчивое положение привязной плат-

формы, так как сила ветра может быть значитель-

ной по силе и переменной по направлению [10]. 

Целью работы является создание инструмен-

тальных средств проектирования привязных ле-

тательных платформ, оснащенных автоматизиро-

ванной тросовой системой удержания с учетом 

внешних случайных возмущений атмосферы при 

вертикальном полёте. 

Методы, оборудование, материалы. Рас-

смотрим расчетную схему привязной стационар-

ной платформы, которая состоит из беспилот-

ного летательного аппарата, например, гексако-

птера (далее коптер)  1, кабель-троса  2, нама-

тываемого на барабан-лебёдку  3 и электрогене-

ратора  4 (рис. 2). Функциями кабель-троса 2 яв-

ляются: удержание летательного аппарата в воз-

духе и его стабилизация, передача электропита-

ния к двигателям, передача данных по оптово-

локнам. 

Движение летательного аппарата рассматри-

вается в инерциальной системе отсчета ОXYZ, 

связанной с землей. Центр масс корпуса коптера 

С совпадает с началом подвижной системы коор-

динат СX1Y1Z1. Ориентация летательного аппа-

рата задаётся самолетными углами крена , тан-

гажа  и рысканья  [10–12]. 
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На БЛА (рис. 2) действуют приведенные к 

центру масс С силы: тяги несущих винтов 
iF , тя-

жести корпуса и кабель-троса G , сопротивления 

движению воздуха относительно корпуса (возму-

щающее воздействие) 
CR  и натяжения кабель-

троса T . Считаем, что кабель-трос находится в 

натяжении, создаваемом механизмом лебёдки 3. 

Проекции силы T  на оси инерциальной системы 

отсчета определим как 

;γsin XYХ ТТ  

;γcos XYY ТТ  

αsin ТТZ , 

где αcos TТ XY
  проекция силы T  на плос-

кость OXY. 

 

Рис. 2. Расчетная схема привязной стационарной платформы 

Проекцией центра масс С коптера на плос-

кость OXY  является точка СXY, положение кото-

рой определим геометрически с помощью ра-

диус-векторов, образующих треугольник 

ОАСXY (рис. 2): 

 T0XYXYXY CCC
YXr  , 

 T0AAA YXr  ; 

тогда углы  и  могут быть найдены исходя из 

выражений: 

XY

XY

CA

CA

YY

XX
tg




γ ,

   22
α

XYXY CACA

C

YYXX

Z
tg


 . 

Следует учесть, что масса кабель-троса явля-

ется переменной величиной, зависящей от его 

длины, поэтому считаем силу тяжести как 

  gZmmgmG  )(10
, 

где m – общая масса коптера и кабель-троса; 

g – ускорение свободного падения; 

m0 – масса коптера; 

m1(Z) – масса кабель-троса, зависящая от его 

длины Z. 

Движение коптера можно описать шестью 

независимыми дифференциальными уравнени-

ями второго порядка. Методика построения урав-

нений подробно изложена в [10–12]. В общем 

виде их можно представить в векторно-матрич-

ной форме следующим образом: 

Μ ),( qqFq &&&D ,               (1) 
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где 







 

I

m

0

0E 33D  – оператор инерционности 

системы, E  единичная матрица, 
33I  – тен-

зор инерции мультикоптера; 

  TβCrq   оператор, задающий про-

странственное положение аппарата, 

 T   угол, определяющий ориента-

цию аппарата, относительно центра масс С; 

  TωCq &  – оператор скорости, 

  3T  ZYXC
&&&  – абсолютная скорость 

центра масс С тела в неподвижной системе от-

чета,   3T

111
ωωωω  ZYX

 – угловая ско-

рость вращения аппарата в подвижной системе 

отсчета; 

   qRqGqqF C
&& ),(   вектор внешних 

сил; 

 TMFΜ  – вектор управляющих воз-

действий:   Т

Z1010 111
FFFТFТF YХM   – 

вектор тяговых сил в проекциях на оси непо-

движной системы отчета, 

  T

111 ZYX MMMΜ   – вектор главного мо-

мента внешних сил относительно подвижной си-

стемы отсчета, Т10  матрица поворота систем ко-

ординат СX1Y1Z1 относительно ОXYZ [12]. 

На основании теорем об изменении им-

пульса и кинетического момента системы отно-

сительно центра масс аппарата С, преобразуем 

уравнение (1) к виду [13–15]: 
 





































M
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Lωω
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0E
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&
.        (2) 

 

Здесь ωIL   – кинетический момент. 

Вектор силы сопротивления движению кор-

пуса коптера в воздушной среде: 
 

  T)0()0()0()0(

ZCYCXC RRRR  , 

  kRC

Т(0)
μ  ,            (3) 

 

где , k  матрицы эмпирических коэффициентов 

сопротивления, зависящие от геометрических па-

раметров корпуса коптера, угла атаки несущих 

винтов; 

   относительная скорость центра масс ко-

птера, которая является разностью векторов ско-

ростей центра масс 
С  системы координат OZ и 

вектора скорости воздушного потока 
B : 

 

ВС   .       (4) 
 

Силу RC будем рассматривать как случайное 

возмущающее воздействие на систему в форме 

«белого» гауссового шума. Случайные величины 

w1, w2, w3, действующие соответственно на вели-

чины ZZZ &&&,, , составляют вектор шума w(t): 
 

  T

321 )()()()( twtwtwt w , 
 

характеризующегося ковариационной матрицей 

вида 


















2

3

2

2

2

1

σ00

0σ0

00σ

Q , 

где ZZZ &&& ,,   координата, скорость и ускорение 

центра масс коптера; t – некоторый момент вре-

мени; 2

1σ , 2

2σ , 2

3σ  – дисперсии случайных вели-

чин w1, w2, w3 соответственно. 

Основная часть. Опишем в дискретном вре-

мени k модель вертикального взлета (посадки) 

коптера как управляемой системы следующими 

выражениями [16–18]: 
 

)())()(()1( kkukk wg,zFz  ,          (5) 
 

)())(()( kvkky  zH ,   (6) 

 

где v(k) – величина шума измерения, 

характеризуется дисперсией R; 

k – некоторый текущий момент времени; 

(k + 1) – следующий за текущим момент 

времени; 

z(k) – вектор состояния управляемой 

системы, переменные состояния которого – z1(k), 

z2(k), z3(k), имеют вид 
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&z ; 

 

u(k) – управляющее воздействие; 

y(k) – величина выхода системы; 

F(•) – вектор-функция процесса изменения 

состояния размерностью 3; 

H(•) – вектор-функция процесса наблюдений 

размерностью 3; 

g – вектор постоянных возмущающих воз-

действий размерностью 3; 

w(k) – вектор шума процесса, размерность 

вектора 3 – характеризуется ковариационной 

матрицей Q. 

Определим функцию, задающую общую 

подъемную силу коптера: 
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где FM – общая подъемная сила коптера; 

Z(k) – текущая высота полета коптера; 

Z*(k) – требуемая высота полета коптера; 

FLOAD(k) – сила нагрузки (сила тяжести ко-

птера и кабель-троса плюс сила натяжения T  

кабель-троса); 

FMAX – максимальная подъемная сила одного 

привода (винтомоторной группы) коптера; 

Δt – период времени (сек.) между моментом 

времени (k–1) и моментом времени k; 

N – количество приводов (винтомоторных 

групп) коптера; 

P, I, D – коэффициенты ПИД-регулятора: P – 

коэффициент пропорциональной составляющей, 

I – коэффициент интегральной составляющей, D 

– коэффициент дифференциальной составляю-

щей; 

ZE(k) – текущая ошибка вертикальной коорди-

наты коптера; 

ZE(k–1) – предыдущая ошибка вертикальной 

координаты коптера; 

ZI(k) – текущая ошибка интегральной состав-

ляющей; 

ZI(k–1) – предыдущая ошибка интегральной 

составляющей; 

F(k) – вычисленная текущая общая подъем-

ная сила приводов коптера, 0 < F ≤ N∙FMAX. 

Зададим функцию, определяющую массу ка-

бель-троса зависимой от высоты Z(k) полета 

коптера: 

  )()(1 kZkkZm m  , 

где km – коэффициент, задающий массу 1 метра 

кабель-троса (зависит от плотностей компонен-

тов кабель-троса и его сечения); 

Z(k) – высота полета коптера в некоторый 

момент времени k. 

Исходя из уравнения динамики вертикаль-

ного полета коптера: 
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где Z(k), )(kZ& , )(kZ&&   высота полета, скорость и 

ускорение коптера как материальной точки; 

)(1 m  – функция, определяющая массу ка-

бель-троса; 

μ – коэффициент вязкости среды (вязкого со-

противления); 

TC – проекция силы натяжения кабель-троса 

на ось Z; 

RC – проекция силы сопротивления движе-

нию корпуса коптера в воздушной среде на ось Z; 

)(MF  – функция, задающая подъемную 

силу коптера; 

)(Z  – функция, задающая требуемую 

высоту полета коптера. 

Выразим вектор-функцию процесса измене-

ния состояния F(•) системы коптера: 
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где   MFku )( ; 

Δt – период времени между моментом вре-

мени (k – 1) и моментом времени k. 

Определим вектор-функцию H(•) процесса 

наблюдений: 

    ,00)())(())(())(())(( 321 kZkHkHkHk  zzzzH
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таким образом, единственной наблюдаемой ве-

личиной системы является высота Z(k) полета ко-

птера. 

Проведем линеаризацию вектор-функций 

F(•) и H(•) – получим матрицу Якоби )(k
xFJ  и 

векторы )(k
uFJ  и )(k

xHJ : 

 

 

,

0
)(

μ

)(

)()(μ
Δ10
2

Δ
Δ1

)()(

)()(

)(

0

2

0

2

3

3

1

3

3

1

1

1







































































kZkmkZkm

kuTkZ
k

t

t
t

z

F

z

F

z

F

z

F

mm

C
m

&
L

MOM

L

z

F
J

xF

 

при условии, что: 0)0( Z , 0)0( Z& , 0)0( u , )(10 kmm   имеем: 
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при условии, что 0)0( Z  имеем: 
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Вектор постоянных возмущающих воздей-

ствий имеет вид:    g00g . 

Используя полученные матрицу )(k
xFJ  и 

векторы )(k
uFJ  и )(k

xHJ , перепишем выраже-

ния (5) и (6): 
 

wgJzJz
uFxF  )()()1( kukk ,    (7) 

 

vkky  )()( zJ
xH

.      (8) 

С целью математического моделирования 

вертикального полета коптера с кабелем-тросом 

в качестве наблюдателя состояния был использо-

ван алгоритм расширенного фильтра Калмана 

(РФК, англ. extended Kalman filter – EKF), кото-

рый в настоящее время широко используется в 

робототехнике [19-21]. 

Для проведения численного эксперимента 

определим функцию, задающую требуемую 

высоту полета коптера: 
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 , 

где k0, k1, k2, k3 – моменты времени, k0 < k1 < k2 < 

k3; 

s – начальное постоянное значение функции 

при k  k0; 

p – установившееся постоянное значение 

функции при 
21 kkk  ; 

d – конечное постоянное значение функции 

при kk 3 . 

В ходе математического моделирования 

вертикального полета коптера принимались 

следующие значения описанных параметров:  

Δt = 10–3 сек,   m0 = 6 кг,   μ = 10, TC = 10 Н, 

km = 0,06 кг, FMAX = 15 Н, N = 6,   P = 200, I = 10, 

D = 10, 
2

π
)0α(  ; начальные условия 

моделирования (при k = 0): Z(0) = 0 м, )0(Z&  = 0 

м/с, )0(Z&&  = 0 м/с2. 
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Вычислительные эксперименты выполня-

лись с использованием ПО MathWorks MATLAB. 

Результаты. На рисунках 3–4 представлены 

результаты математического моделирования по-

лета коптера при значениях аргументов функции 

Z*: 

s = 0 м, p = 20 м, d = 0 м, k0 = 0 сек, k1 = 60 

сек, k2 = 180 сек, k3 = 240 сек, 






















3

3

1000

0100

001

Q , т.е. предполагается, что 

на величину Z оказывает влияние случайная сила 

RC – «белый» гауссовый шум c нулевым матема-

тическим ожиданием и диапазоном случайных 

величин -3 … 3   (так как элемент матрицы Q1,1 = 

1). На рисунках 3-а, 3-б, 3-в приведены резуль-

таты моделирования при R = 0,1, на рисунках 4-

а, 4-б, 4-в – при R = 10. 

Рисунки 3-а, 3-б, 3-в демонстрируют значи-

тельное отклонение координаты Z коптера от 

требуемых значений координаты Z* при наборе 

коптером высоты. На рисунках 4-а, 4-в, напро-

тив, показана минимальная ошибка ZE вертикаль-

ной координаты коптера вследствие значения 

дисперсии R, характеризующей величину шума 

измерения, большего значения элемента мат-

рицы Q1,1, характеризующего величину шума 

процесса для величины Z, то есть R > Q1,1. Наблю-

датель состояния с данным соотношением дис-

персий может быть применен при использовании 

в системе управления коптером датчика высоты 

с относительно высокой погрешностью. С другой 

стороны, при R >> Q, происходит чрезмерное 

«сглаживание» оценок значений переменных со-

стояния системы, и, как следствие этого, их иска-

жение. 

 

 
а)       б) 

 

 
в) 

Рис. 3. Временные диаграммы изменения значений: а – Z *, Z, ZE, б – Z, Z& , Z&& , в – Z, ZE, FM 

 

Проведено исследование влияния макси-

мальной подъемной силы FMAX одного привода на 

диапазон изменения подъемной силы FM коптера 

– результаты представлены на рис. 5. 

Рисунок 5 демонстрирует временные диа-

граммы изменения подъемной силы FM коптера 

при разных значениях максимальной подъемной 

силы одного   привода FMAX и при значениях ар-

гументов  функции Z *: s = 0 м, p = 1 м, d = 0 м, k0 

= 0 сек, k1 = 3 сек, k2 = 9 сек, k3 = 12 сек, на вели-

чину Z сила RC не оказывала влияние. Временные 

диаграммы 1 и 2 (рис. 5) дают информацию о не-

достаточной тяговооруженности для вертикаль-

ного полета коптера; с другой стороны, времен-

ные диаграммы 3 и 4 позволяют говорить о до-

статочных возможностях приводов для взлета. 
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а)       б) 

 
в) 

Рис. 4. Временные диаграммы изменения значений: а – Z *, Z, ZE, б – Z, Z& , Z&& , в – Z, ZE, FM 

 
 

Рис. 5. Временные диаграммы изменения подъемной силы FM  коптера при значениях Fmax: 

1 – Fmax = 5 Н, 2 – Fmax = 10 Н, 3 – Fmax = 15 Н, 4 – Fmax = 20 Н 

 

Выводы. Предложена математическая мо-

дель привязной летательной платформы (NTFP), 

описывающая процесс взлета/посадки коптера с 

учетом влияния случайных возмущений атмо-

сферы на высоту полета коптера. 

Математическая модель полета привязной 

платформы, описанная в пространстве состоя-

ний, может быть использована для построения 

наблюдателей состояния подобных устройств на 

основе расширенного фильтра Калмана. Фильтр 

Калмана, используемый при математическом мо-

делировании полета привязной платформы, поз-

воляет получить оценку переменных состояния 

данного летательного аппарата и учитывать слу-

чайные возмущения атмосферы как частично де-

терминированной среды с целью уменьшения 

ошибки позиционирования привязной плат-

формы во время управления ею. 
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MATHEMATICAL MODELING OF A TETHERED PLATFORM'S CONTROLLED 
VERTICAL FLIGHT 

Abstract. There is a problem of quickly obtaining reliable and sufficient information about the environ-

ment, including in hard-to-reach areas where there is no communication or long-term stationary monitoring 

is required in order to ensure the safety or security of important objects. The paper discusses the issues of 

mathematical modeling of automated cable parking of an unmanned aerial vehicle (platform) in a vertical 

plane. 

The aim of the research is to create tools for the design of tethered flying platforms equipped with an 

automated cable restraint system, taking into account external random atmospheric disturbances during ver-

tical flight. To achieve this aim, it is necessary to carry out mathematical modeling of the flight of tethered 

unmanned aerial platforms, taking into account external active and reactive forces, as well as disturbing forces 

– random air flows, which can be significant in strength and variable in direction, which undoubtedly affects 

the stable position tethered platform. The use of the extended Kalman filter algorithm as an observer of the 

tethered flying platform state in mathematical modeling of the platform's flight makes it possible to take into 

account random disturbances of the atmosphere as a partially deterministic environment in order to reduce 

the position error of the aircraft during its control. 

To solve the problem, methods of classical mechanics, motion stability theory, optimal control, estimation 

theory, and parametric optimization were used. 

The results of mathematical modeling of a tethered flying platform – a tethered copter – flight are pre-

sented, taking into account random atmospheric disturbances. The results of computational experiments made 

it possible to establish that random atmospheric disturbances can have a significant impact on the position 

control of an aircraft. 

Keywords: tethered platform, modeling, Kalman filter, state observer. 
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