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РАСЧЕТ ФИБРОБЕТОННЫХ КОНСТРУКЦИЙ С УЧЕТОМ 
ФИЗИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТИ 

Аннотация. Наличие сведений о физико-механических свойствах фибробетона позволяет вести 
расчет конструкций на его основе с надлежащим приближением к реальности. Накопленные экспери-
ментальные данные, касающиеся модулей упругости первого и второго рода, коэффициента Пуас-
сона, пределов прочности на растяжение и сжатие при характерных длинах волокон и процентах 
армирования по массе, являются условием создания алгоритма расчета таких конструкций. Этому 
способствует переход от линейно упругой постановки задачи к учету физической нелинейности. В 
рамках программных комплексов, основанных на конечно-элементной модели деформируемого тела, 
приемлем итерационный процесс, обусловленный сходимостью решения. Предложенный метод допол-
нительных нагрузок в конечно-элементной интерпретации оставляет в силе накопленный опыт ав-
томатизированного проектирования. Итерационная процедура расчета содержит циклы с посте-
пенным приближением физических модулей к их истинному значению в результате сходимости реше-
ния задачи. Критерий сходимости имеет энергетическую природу. Вычисление модулей упругости ве-
дется на основе зависимостей механики деформируемого твердого тела, что придает постановке 
задачи фундаментальный характер. Эффект предложенной методики демонстрируется на примере 
расчета заглубленного цилиндрического резервуара из стеклофибробетона для жидкости. Добавление 
стекловолокон в бетон приводит к улучшению сопротивляемости трещинообразованию и уменьше-
нию величины раскрытия трещин. 
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нелинейность, матрица жесткости, диаграмма сдвига, конечно-элементная интерпретация метода 
дополнительных нагрузок. 
 

 

Введение. Успехи в области повышения ак-
тивности минеральных вяжущих веществ, в 
первую очередь цемента, позволили значительно 
повысить предел прочности бетонов на сжатие. В 
то же время прочность на растяжение оставалась 
во много раз ниже прочности на сжатие. Это 
несоответствие в некоторой мере сглаживается 
использованием волокон в качестве арматуры. 
Наряду с применением металлических элементов 
большое распространение получили стеклянные 
и углеродные волокна [1–11]. 

Фибробетон, содержащий те или иные во-
локна, как и бетон, деформируется по нелиней-
ному физическому закону. Механические харак-
теристики (модуль продольной деформации, ко-
эффициент поперечной деформации, модуль 
сдвига) являются переменными величинами и за-
висят от деформации. Их значения определяются 
на основе стандартных испытаний. Автором про-
ведены такого рода исследования для цилиндри-
ческих элементов из стеклофибробетона. Серии 
отличались длиной волокна (20 мм, 35 мм, 50 мм) 
и процентом армирования (1,5 %, 3 %, 4,5 %) в 
различных сочетаниях. Результаты испытаний 
представлены в табличной форме [12]. 

Для определения прочностных характери-
стик стеклофибробетона (предела прочности на 

растяжение, сжатие) также использовалась стан-
дартная методика с применением образов в виде 
кубиков и призм. 

Накопленный материал о физико-механиче-
ских свойствах фибробетона [13, 14] позволяет 
вести расчет конструкций на его основе с надле-
жащим приближением к реальности. Этому спо-
собствует переход от линейно упругой поста-
новки задачи к учету физической нелинейности. 
В рамках программных комплексов, основанных 
на конечно-элементной модели деформируемого 
тела, приемлем итерационный процесс, обуслов-
ленный сходимостью решения. 

Материалы и методы. Известно, что при 
линейном физическом законе прямая задача со-
держит в качестве неизвестных 15 компонентов 
напряжений, деформаций и перемещений. Для их 
определения используются 15 уравнений по трем 
законам деформирования твердого тела. При 
наличии нелинейных деформаций в прямой за-
даче появляются дополнительные  
неизвестные – интенсивности касательных 
напряжений τ௜ и деформаций сдвига γ௜, а допол-
нительными уравнениями являются выражение: 
γ௜ и зависимость между τ௜ и γ௜ [15].  

Возможности современной вычислительной 
техники привели к разработке общих численных 
алгоритмов решения нелинейных задач. Одним 
из наиболее эффективных способов построения 
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таких алгоритмов является линеаризация. Рас-
сматриваемые ниже их варианты предложены 
российскими учеными А.А. Ильюшиным и И.А. 
Биргером. 

При решении в перемещениях в дифферен-
циальных уравнениях и граничных условиях сла-
гаемые, возникающие из-за отклонения от закона 
Гука, переносятся в правые части уравнений и 
считаются известными. Таким образом, полу-
чаем систему уравнений линейной теории дефор-
мирования относительно компонентов переме-
щений, но с дополнительными объемными и по-
верхностными силами. В первом приближении 
полагаем эти дополнительные нагрузки равными 
нулю и решаем физически линейную задачу. 
Найдя перемещения, вычисляем интенсивность 
γ௜, позволяющую определить нелинейные члены 
в уравнениях Ламе и граничных условиях и ре-
шить вторичную физически линейную задачу с 
дополнительными нагрузками, отличными от 
нуля и т.д. Такого рода алгоритм получил назва-
ние метода дополнительных нагрузок. 

При решении в напряжениях используется 
метод дополнительных деформаций. Дифферен-
циальные уравнения равновесия и граничные 
условия остаются без изменения. Уравнения 
сплошности вследствие наличия нелинейных 
членов в выражении физического закона будут 
содержать дополнительные слагаемые, которые 

можно интерпретировать как дополнительные 
деформации и определять их последовательными 
приближениями.  

Имеет место также метод переменных пара-
метров упругости. Систему уравнений представ-
ляют в форме уравнений линейной теории с пе-
ременными «параметрами упругости» 
-отражает процесс деформирова	–	ν(λ) (λ	и	(λ)ܧ
ния), которые в процессе последовательных при-
ближений вычисляются по деформациям.  

Природа физической нелинейности фиб-
робетона исходит из механических свойств бе-
тона, проявляющихся в диаграмме «напряжение-
деформация», явлении дилатации. Условием со-
здания алгоритма расчета конструкций является 
наличие экспериментальных данных, касаю-
щихся модулей упругости первого и второго 
рода, коэффициента Пуассона, пределов прочно-
сти на растяжение и сжатие при характерных 
длинах волокон и процентах армирования по 
массе.  

Построение расчета проведено на основе ме-
тода конечных элементов (МКЭ), используемого 
в инженерной практике для решения задач раз-
личного типа. Матрица жесткости конечного эле-
мента содержит матрицу упругости D как харак-
теристику связи между напряжениями и дефор-
мациями [15]:  

ܦ = ଶீ
ଵିଶఔ

ተ

ተ
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0 0 0 0 ଵ
ଶ
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0 0 0 0 0 ଵ
ଶ
(1 − (ߥ2

ተ

ተ

,                           (1) 

где G – модуль сдвига, ߥ – коэффициент попереч-
ной деформации (коэффициент Пуассона). 

Для физической нелинейности характерны 
переменные величины этих характеристик. Диа-
пазон изменения коэффициента поперечной де-
формации мал, в связи с чем, его часто прини-
мают неизменным. Фактический модуль сдвига 
имеет выражение: 

(γ௜)ܩ = ܩ ቀ1 − ஓ೔
ଶஓ೔ೞ

ቁ,                 (2) 

где γ௜  и γ௜௦  – интенсивность деформаций сдвига 
для фактического состояния и ее предельная ве-
личина для рассматриваемого вида напряжен-
ного состояния, то есть  

γ௜ = 2	ඥܫఌଶ∗ 	,                         (3) 

где ܫఌଶ∗  – второй инвариант девиатора деформа-
ций, равный  

∗ఌଶܫ =	 ଵ
଺
ቂ൫ε௫ − ε௬൯

ଶ
+ ൫ε௬ − ε௭൯

ଶ
+ (ε௭ − ε௫)ଶቃ +

ଵ
ସ
൫γ௫௬ଶ + γ௬௭ଶ + γ௭௫ଶ ൯	,                 (4)   

где 	ε௫ 	, ε௬ 	, ε௭ 	, γ௫௬	, γ௬௭	, γ௭௫	–  элементы тензора 
деформаций. 

При трещинообразовании в фибробетоне 
имеет место увеличение объема тела – дилатация 
݃଴γ௜ଶ	, где ݃଴  – модуль дилатации, зависящий от 
свойств бетона, типа и содержания армирующих 

волокон. При чистом сдвиге предельная объем-
ная деформация ߴ௖ зависит от предельной интен-
сивности деформации сдвига γ௜௦ [16]: 

௖ߴ = ݃଴γ௜сଶ 	,		                        (5) 

откуда вытекает значение модуля: 
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݃଴ =	
ణ೎
ஓ೔с
మ 	.                       (6) 

Линейные деформации дополняются вели-
чиной ݃଴γ௜ଶ 3⁄ . Сохраняется предположение о 
пропорциональности и соосности девиаторов 
напряжений и деформаций. 

Величина γ௜௦  зависит от инвариантов тен-
зора ܫகଵ  и девиаторов ܫఌଶ∗ ∗ఌଷܫ ,	  деформаций, в ко-
торых находят отражение прочность фибробе-
тона на сжатие ௙ܴ௕௖  и растяжение ௙ܴ௕௧	. Эти ха-
рактеристики, как и модуль ݃଴ , зависят от 
свойств бетона, типа и содержания армирующих 
волокон. В качестве математической модели γ௜௦ 
можно использовать аналогичную модель для бе-
тона с заменой характеристик ܴ௕௖ и ܴ௕௧  на ௙ܴ௕௖ и 
௙ܴ௕௧  [12]. 

Основная часть. Как следует из изложен-
ных выше положений о физической нелинейно-
сти, синтезирующее уравнение метода конечных 
элементов содержит вместо постоянной матрицы 
жесткости ܭ	ее переменный аналог ܭ так, что  

ܭ = ܭ	  (7)                         ,	ܭ∆	+

где ∆ܭ – корректирующая матрица, равная  

ܭ∆ = ∑ ∆݇௘௘ 	,                         (8) 

где ∆݇௘  – корректирующая матрица отдельного 
конечного элемента, число которых e. 
Эта предпосылка заставляет заменить решение 
упомянутого уравнения МКЭ итерационным ре-
шением рекуррентного уравнения: 

(௦)ݍܭ = ܨ −  (9)            ,(௦ିଵ)ݍ൯(௦ିଵ)ݍ൫ܭ∆

или 

(௦)ݍܭ = ܨ	 −  (10)                 ,	(௦ିଵ)ܨ	∆

где ݍ(௦) – s-e приближение q;	∆ܨ	– фиктивная до-
полнительная нагрузка, равная  

(௦ିଵ)ܨ	∆ =  (11)          	.(௦ିଵ)ݍ൯(௦ିଵ)ݍ൫ܭ∆

Сходимость итерационного процесса под-
тверждена решениями типовых задач. Критерий 
сходимости имеет энергетическую природу: 

|ௐ೐ିௐ೘|
ௐ೘

≤ ε଴	,                          (12) 

где ௘ܹ – потенциальная энергия деформации ко-
нечного элемента; ௠ܹ – средняя величина для e 
величин ௘ܹ ; ε଴	  – некоторое малое положитель-
ное число. 

Алгоритм решения физически нелинейной 
задачи включает: начальный модуль (модуль 
упругости) и модуль дилатации; формирование 

матрицы жесткости для отдельных элементов; 
формирование матрицы жесткости для тела и 
вектора узловых сил; решение уравнений МКЭ; 
определение модулей по формуле (2); формиро-
вание новых матриц жесткости конечных эле-
ментов; определение ∆݇௘ ; формирование ∆ܭ; ре-
шение уравнения (10); проверка удовлетворения 
критерию (12) и другим неучтенным ограниче-
ниям (по прочности, деформативности и т. д.). 
При необходимости следующий цикл начинается 
с определения модулей упругости по формуле 
(2).  

Изложенная теория, касающаяся определе-
ния напряженно-деформированного состояния 
тела при наличии физической нелинейности, ис-
пользована при расчете цилиндрических резерву-
аров для нефтепродуктов. При расчетах бетон-
ных резервуаров без учета влияния растяжения 
бетона допускалось раскрытие трещин до вели-
чины 0,2 мм, а при учете влияния растяжения бе-
тона – до 0,1 мм [17, 18]. Включение стекловоло-
кон в бетон увеличивает сопротивляемость тре-
щинообразованию, и допускаемую величину рас-
крытия трещин можно уменьшить до 0,05 мм. 

В качестве примера рассмотрен резервуар, 
моделью которого является шарнирно опертая 
оболочка в грунте радиусом 4 м, длиной 6 м, тол-
щиной стенок 0,05 м. Модуль упругости стекло-
фибробетона 2∙104 МПа, коэффициент Пуассона 
– 0,17. Толщина прилегающего деформируемого 
слоя основания 5м, модуль деформации грунта 
60 МПа, коэффициент Пуассона 0,3. Давление на 
боковую поверхность оболочки составляет  
500 кН/м.  

Исходные данные взяты из решения задачи в 
линейно-упругой постановке [17]. Учет физиче-
ской нелинейности потребовал трех приближе-
ний расчета. Перемещения срединной поверхно-
сти оболочки увеличились на 10−12 %, а изгиба-
ющие моменты на 14–16 %. В результате армиро-
вание стекловолокнами увеличено на 1,1 %. 

Рассмотрим частный случай кручения ци-
линдрического бруса круглого поперечного сече-
ния радиуса R из материала с билинейной диа-
граммой сдвига (рис. 1).  

Установим зависимость между крутящим 
моментом Т и кривизной кручения. При ஓభ

ோ
<

݇௞ ≤
ஓమ
ோ

 брус имеет внутреннюю зону деформи-
рования, связанную с участком диаграммы 0–1, и 
наружную зону, связанную с участком 1–2. Гра-
ница между этими зонами определяется радиу-
сом 

ଵݎ =
தభ
ீ௞ೖ

.                         (13) 
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Рис. 1. Диаграмма сдвига: γ	– деформация сдвига; τ – касательные напряжения;  

α = arctg G (G – модуль сдвига), αଵ = arctg ܩଵ (ܩଵ – модуль упрочнения) 
 

Выражение крутящего момента имеет вид 

Т	= 2π݇௞ ቂ∫ ݎଷ݀ݎܩ + ∫ ோݎଷ݀ݎ(λ)ܩ
௥భ

௥భ
଴ ቃ.  (14) 

В данном случае 

(λ)ܩ = ଵ
ஓ
[γଵܩ + (γ − γଵ)ܩଵ],       (15) 

или 

(λ)ܩ = ௥భ
௥
ܩ + ቀ1 − ௥భ

௥
ቁܩଵ.      (16) 

В итоге получаем 

Т	= π݇௞ ቂ
ଵ
ଶ
ଵସݎܩ +

ଶ
ଷ
ଵ(ܴଷݎ − ܩ)(ଵଷݎ − (ଵܩ +

ଵ
ଶ
(ܴସ −  ଵቃ.                          (17)ܩ(ଵସݎ

Предположим, что пределу несущей способ-
ности бруса соответствует появление на контуре 
сечения напряжений τଶ. 

 
 

При этом  

ଵݎ =
ஓభ
ஓమ
ܴ.                           (18) 

При замене переменной r на γ ݇௞⁄ 	формула 
(17) принимает вид 

Т	= ଵ
௞ೖ
య ቄܩ ∫ γଶ݀γ + ∫ [γଵ(ܩ − (ଵܩ + γܩଵ]

ஓమ
ஓభ

ஓభ
଴ γ݀γቅ.                                      (19) 

Формула (19) выгодно отличается от фор-
мулы (17) своей непосредственной связью с диа-
граммой сдвига. 

Кроме рассмотренной физической нелиней-
ности существуют также и другие виды нелиней-
ности. Геометрическая нелинейность имеет ме-
сто, во-первых, когда перемещения конструкции 
вызывают значительные изменения в ее геомет-
рии, так, что уравнения равновесия приходится 
составлять с учетом изменения формы и разме-
ров конструкции (по деформированной схеме), 
во-вторых, когда зависимость между перемеще-
ниями и деформациями нелинейная. 

Конструктивная нелинейность возникает 
вследствие конструктивных особенностей си-
стемы, вызывающих изменение расчетной схемы 
в процессе деформирования (например, изменя-
ются условия закрепления). Она имеет место в 
конструкциях с односторонними связями, встре-
чается также в контактных задачах.  

При наличии физической и одного из указан-
ных видов нелинейности в комплексе уравнений 
для решения такого рода задач появляются до-
полнительные, специфические уравнения, напри-
мер, новые зависимости между деформациями и 

перемещениями, уравнения для условий кон-
такта и другие. При этом остаются в силе предло-
женные в статье методы решения физически не-
линейной задачи. 

Выводы. Учет физической нелинейности 
при расчете конструкций из фибробетона позво-
ляет в определенной мере приблизить физиче-
скую модель к реальным обстоятельствам. Пред-
ложенный метод дополнительных нагрузок в ко-
нечно-элементной интерпретации оставляет в 
силе накопленный опыт автоматизированного 
проектирования [19]. Итерационная процедура 
расчета содержит циклы с постепенным прибли-
жением физических модулей к их истинным зна-
чениям в результате сходимости решения задачи. 
Вычисление модулей ведется на основе зависи-
мостей механики деформируемого твердого тела, 
что придает постановке задачи фундаменталь-
ный характер. Эффект предложенной методики 
демонстрируется на примере расчета заглублен-
ного цилиндрического резервуара из стеклофиб-
робетона для жидкости.  
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CALCULATION OF FIBER-REINFORCED CONCRETE STRUCTURES TAKING INTO 
ACCOUNT PHYSICAL NONLINEARITY 

Abstract. The availability of information about the physical and mechanical properties of fiber-reinforced 
concrete allows to calculate structures based on it with a proper approximation to reality. The experimental 
data on the elastic modulus of the first and second kind, the Poisson's ratio, the tensile and compressive 
strength limits for characteristic fiber lengths and the percentage of reinforcement by weight are a condition 
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for creating an algorithm for calculating such structures. This is facilitated by the transition from a linear 
elastic formulation of the problem to the consideration of physical nonlinearity. In the framework of software 
systems based on a finite element model of a deformable body, an iterative process is acceptable, due to the 
convergence of the solution. The proposed method of additional loads in the finite element interpretation leaves 
the accumulated experience of computer-aided design. The iterative calculation procedure contains cycles 
with a gradual approximation of the physical modules to their true value as a result of the convergence of the 
solution of the problem. The convergence criterion has an energy nature. The calculation of the modules is 
based on the dependencies of the mechanics of a deformable solid. This gives a fundamental character to the 
formulation of the problem. The effect of the proposed method is demonstrated by the example of calculating 
a buried cylindrical tank made of glass-fiber concrete for liquid. The addition of glass fibers to concrete leads 
to an improvement in the resistance to cracking and a decrease in the amount of crack opening. 

Keywords: fiber-reinforced structures, glass and carbon fibers, physical nonlinearity, stiffness matrix, 
shear diagram, finite element interpretation of the method of additional loads. 
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