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МОДЕЛИРОВАНИЕ ИСПЫТАНИЯ МЕТОДА «КОНЕЧНОГО ПОВОРОТА  
И СМЕЩЕНИЯ» НА ПРОХОЖДЕНИЕ МАНИПУЛЯЦИОННЫМ РОБОТОМ 

EUROPEAN ROBOTIC ARM СИНГУЛЯРНЫХ ТОЧЕК 

Аннотация. Рассматривается моделирование испытания метода «конечного поворота и сме-
щения» (МКПС) на прохождение через сингулярные точки манипуляционного робота (МР) European 
Robotic Arm (ERA). Моделированием испытания подтверждена работоспособность метода при про-
хождении сингулярных точек и показаны способы управления манипуляционным механизмом ERA при 
различных проявлениях сингулярности. В зависимости от вида проявления сингулярности управление 
манипуляционным механизмом в окрестности сингулярной точки осуществляется с помощью малых 
изменений его конфигурации или посредством ограничения и задания конкретных значений обобщен-
ным координатам на программно-аппаратном уровне. Метод МКПС предназначен для решения об-
ратной задачи кинематики (ОЗК) для манипуляционных механизмов последовательной структуры с 
произвольным числом звеньев, связанных кинематическими парами пятого класса. Метод основан на 
определении точных и оптимальных итерационных шагов, обеспечивающих максимальное приближе-
ние к заданным параметрам конечного звена, для каждой степени подвижности. По алгоритму ме-
тода разработано программное обеспечение, состоящее из подпрограмм для организации общего ре-
шения ОЗК и частного для конкретного манипуляционного механизма в виде исходных данных. Исход-
ными данными являются векторная модель манипуляционного механизма, значения конструктивных 
ограничений обобщенных координат и признаки кинематических пар по виду и по классу. 

Ключевые слова: метод «конечного поворота и смещения», манипулятор ERA, обратная задача 
кинематики, прохождение через сингулярные точки. 

 
 

Введение. В настоящее время манипуляци-
онные роботы (МР) находят широкое примене-
ние во всех отраслях промышленности. Их также 
используют в космосе и под водой. Для проведе-
ния технологических операций, не требующих 
особой точности, используется ручное управле-
ние по степеням подвижности от задающего ма-
нипулятора. В случае удаленного управления 
оператор использует камеру наблюдения. Такая 
организация работы не может обеспечить выпол-
нения всё возрастающего перечня работ с повы-
шенными требованиями к точности и скорости 
их выполнения. Современное управление мани-
пуляционными механизмами (ММ) предполагает 
управление конечным звеном. Такое управление 
позволяет организовать программное движение 
конечного звена и обеспечить выполнение техно-
логических операций с высокой точностью и ско-
ростью. При таком управлении важной задачей 
является определение желаемых значений обоб-
щенных координат звеньев манипулятора по-
средством решения ОЗК, а в случаях использова-
ния произвольных траекторий, формируемых ав-
томатически от систем технического зрения и 
распознавания, добавляется задача прохождения 
ММ сингулярных точек. 

Из всех популярных на сегодняшний день 
методов, а именно: FABRIK [1, 2], Cyclic Coordi-
nate Descent (CCD) [3, 4, 5], Jacobian Transpose [6, 

7], Jacobian DLS [8, 9], Jacobian SVD-DLS [10, 
11], FTL[12], Триангуляция [13], метод МКПС не 
уступает самому быстрому эвристическому ме-
тоду FABRIK и имеет более естественную 
настройку для конкретного МР [14, 15]. 

Цель статьи – показать прохождение сингу-
лярных точек с помощью метода МКПС на при-
мере космического МР ERA, установленного на 
российском модуле международной космиче-
ской станции. 

Краткое описание метода «конечного по-
ворота и смещения». Метод МКПС геометриче-
ский, использует ортогональное преобразование 
векторов, основан на кинематических свойствах 
ММ последовательной структуры, а именно: пя-
тый класс кинематической пары, вид соединения 
в паре (шарнир, призма), ориентация оси и звена 
в абсолютной системе координат в виде единич-
ного вектора оси и вектора звена соответственно. 
Углы Эйлера-Крылова используются только для 
удобства задания ориентации конечного звена 
манипуляционного механизма МР при вводе/вы-
воде. Точные и оптимальные итерационные шаги 
для максимально быстрого достижения заданных 
параметров положения и ориентации конечного 
звена в методе названы конечными. Для кинема-
тической пары в виде призмы определяется ко-
нечное смещение для вектора соответствующего 
звена. В случае шарнира определяется конечный 
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угол поворота вектора соответствующего звена и 
всех векторов, следующих за ним согласно век-
торной модели ММ, показанной на рисунке 4 в 
общем виде, и алгоритму, изложенному в [15]. В 
методе используется ортогональное преобразо-
вание, которое является математической формой 
описания вращательного движения твердого 
тела. Операцию вращения можно выполнить с 
помощью кватерниона, который задает ортого-
нальное преобразование своей векторной ча-
стью. Оно может быть рассмотрено как ортого-
нальное преобразование в вещественном трех-
мерном пространстве. Если орты векторной ча-
сти кватерниона формально совмещены с любым 
базисом трехмерного пространства, то ортого-
нальное преобразование с помощью матрицы 
сложного поворота эквивалентно ортогональ-
ному преобразованию с помощью кватерниона. В 
методе для операций ортогонального преобразо-
вания векторов используется матрица сложного 
поворота.  

В процессе решения ОЗК по алгоритму, из-
ложенному в [15], выполнение условия 
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 для каждого i = 1,.., n, где n – число 

степеней подвижности ММ, Δqi – конечный 
угол/смещение для i-ой кинематической пары в 
виде шарнира/призмы согласно теоремам 1, 2 и 3 
приведенным в [14], соответствует наличию син-
гулярной точки для данной конфигурации ММ, 
что в дальнейшем называется мониторингом син-
гулярных точек ММ. В этой точке итерационный 
процесс не приближает параметры конечного 
звена к заданным, и начинается проявление син-
гулярности в виде непредсказуемого вращения 
группы звеньев, или поворот соседних звеньев в 
непредсказуемую сторону при значении угла 
между ними равном 180º. Для продолжения ре-
шения ОЗК, в зависимости от вида проявления 
сингулярности, используются разные механизмы 
обхода. Для обхода сингулярности, связанной с 
углом между звеньями равным 180º, использу-
ется механизм изменения конфигурации путем 
прибавления заданного малого числа δqi > εзад 
(εзад – заданная точность решения ОЗК) к обоб-
щенной координате с заранее выбранным знаком 
для того, чтобы звенья поворачивались относи-
тельно друг друга в нужную сторону. Прохожде-
ние через сингулярные точки, вызывающие не-
предсказуемое вращение группы звеньев, обеспе-
чивается «замораживанием» конкретных значе-
ний обобщенных координат или их управлением 
в окрестности влияния этих точек на движение 
звеньев ММ. После этого итерационный процесс 
продолжается до получения решения ОЗК со-
гласно теоремам в [14] и алгоритму в [15]. Окон-

чательную формулу решения ОЗК для обобщен-
ной координаты i-й степени подвижности можно 
записать в виде суммы:  
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где qi – конечное значение i-й обобщенной коор-
динаты: qi = θi для шарнира, qi = di для призмы; 

qi0 – начальное значение i-й обобщенной ко-
ординаты: qi0 = θi0 для шарнира, qi0 = di0 для 
призмы; 

Δqij – конечный угол/смещение для i-го шар-
нира/призмы и j-го номера конечного угла/сме-
щения; 

i – номер степени подвижности манипуля-
тора i =1, 2, ...., n; 

j – номер конечного угла/смещения для i-го 
шарнира/призмы; 

n – число степеней подвижности схвата ма-
нипулятора; 

z = z0 + z1 + z2 +…+ zm  – общее число конеч-
ных поворотов и смещений; 

z0  – число конечных поворотов и смещений 
до точки сингулярности; 

zk  – число конечных поворотов и смещений 
от k-ой сингулярности до (k+1)-ой;  

m  – число сингулярных точек на пути реше-
ния ОЗК; 

δqik –  малые значения обобщенных коорди-
нат, используемые для изменения конфигурации 
манипулятора при обходе k-ой сингулярной 
точки. 

Рассматриваемый метод обладает следую-
щими свойствами: однозначностью решения 
ОЗК, высокой скоростью решения ОЗК, универ-
сальностью алгоритма по отношению к числу 
звеньев ММ, возможностью использовать вычис-
лители малой мощности, линейной зависимо-
стью времени решения ОЗК от числа звеньев 
ММ, что даёт возможность проектировать ММ 
произвольной конструкции, отвечающей опти-
мальной конфигурации для тех или иных требо-
ваний. 

Описание манипулятора ERA. Семисте-
пенной МР ERA, показанный на рисунке 1, пред-
ставляет собой симметричную манипуляцион-
ную цепь последовательной структуры с кинема-
тическими парами пятого класса в виде шарни-
ров, где основание и конечное звено могут ме-
няться местами для перемещения в другую рабо-
чую зону, используя специальные контактные 
площадки, размещенные на обслуживаемом объ-
екте. 

Модель и кинематическая схема манипуля-
ционного механизма ERA показаны на рисунках 
2, 3. Связь основания и конечного звена с осталь-
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ной кинематической цепью позволяет её ориен-
тировать по рысканью, тангажу и крену соответ-
ственно. 

Для применения метода МКПС в решении 
ОЗК необходимо построить в прямоугольной де-
картовой системе координат x0y0z0 нулевого 
звена математическую модель ММ, показанную 
в общем виде на рис. 4. 
 

 
Рис. 1. Семистепенной манипуляционный робот ERA 

  

 
Рис. 2. Модель манипулятора ERA 

 

 
Рис. 3. Кинематическая схема манипулятора ERA 

 

 
Рис. 4. Иллюстрация векторной математической  

модели ММ с n степенями свободы с кинематиче-
скими парами пятого класса 

 

Для манипуляционного механизма ERA в 
прямоугольной декартовой системе координат 
x0y0z0 нулевого звена построим с помощью векто-
ров модель ММ, кинематическая схема которого 
показана на рисунке 3. Для определения звеньев 
ММ введем векторы 

iМ


, направленные вдоль 
каждого звена и равные по модулю длинам зве-
ньев. Для определения ориентации осей кинема-
тических пар введем единичные векторы ie

 , 
направленные вдоль осей шарниров кинематиче-
ских пар. N – характерная точка схвата, 

7М


 и yМ


 – векторы, указывающие текущую 
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ориентацию схвата, xE


 и yE


 – векторы, указы-

вающие заданную ориентацию схвата. Признаки 
кинематических пар (1 – шарнир, 0 – призма) за-
даются массивом p(n) в порядке очередности от 

основания. Конструктивные ограничения в кине-
матических парах задаются массивом L(2,n). 
Нижний индекс i =1,...,n, где n = 7 – число зве-
ньев ММ. Построенная таким образом векторная 
модель манипуляционного механизма ERA пока-
зана на рисунке 5.  

 

 
Рис. 5. Векторная математическая модель манипуляционного механизма ERA 

 и необходимые массивы: p(n) и L(2,n) 
 

Моделирование испытания по прохождению 
сингулярных точек манипулятора ERA проводим 
с помощью разработанного программно-аппарат-
ного комплекса, в состав которого входит про-
грамма решения ОЗК по методу МКПС, пакет 
Matlab/Simulink, программа визуализации ММ, 
программа выводов необходимых графиков и па-
раметров движения ММ для анализа прохожде-
ния через сингулярные точки, рукоятка 3D 
Connexion Space Navigator и плата STM32F407G-
DISC1 с микроконтроллером STM32F407VGT6 
для определения времени решения ОЗК [16]. 

Моделирование испытания метода на 
прохождение через сингулярные точки мани-
пуляционного робота ERA. Из сингулярных то-
чек манипуляционного робота ERA отобраны 
три сингулярные точки с разным проявлением 
сингулярности, которые полностью отображают 

характерные виды их проявления. Для подтвер-
ждения работоспособности метода МКПС прове-
дено моделирование прохождения через эти 
точки модели манипуляционного робота ERA. 
Рассмотрим прохождение через эти точки по по-
рядку. 

Сингулярная точка №1. При движении ко-
нечного звена вдоль оси x0 до построения локте-
вых звеньев в линию, ММ попадает в первую 
сингулярную точку, показанную на рисунке 6. 
Для прохождения через эту точку в методе преду-
смотрено изменение конфигурации манипуля-
тора путем изменения обобщенных координат 
манипулятора на малые величины (δq > εзад) с за-
ранее настроенными знаками для каждого шар-
нира. Это обеспечивает центральному шарниру, 
соединяющему локтевые звенья, в автоматиче-
ском режиме всегда сгибаться в нужную сторону. 

 
Рис. 6. Движение локтевых звеньев ММ через точку сингулярности: 

а) движение вверх вдоль оси x0, б) точка сингулярности,   
в) движение вниз вдоль оси x0. 

 

Обобщенные координаты при прохождении 
первой сингулярной точки без обхода и с обхо-
дом сингулярности представлены на рисунках 7 
и 8 соответственно в виде графиков. 
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Рис. 7. Графики обобщенных координат при прохождении первой точки без обхода  

сингулярности  
 
 

 
Рис. 8. Графики обобщенных координат при прохождении первой точки с обходом сингулярности 

 

На рисунке 8 графики изменения обобщен-
ных координат θ3, θ4, θ5, в отличие от графиков 
показанных на рисунке 7, находятся каждый в 
своем квадранте, что подтверждает движение 
локтевых звеньев в нужном направлении. 

Сингулярная точка №2. При движении за-
пястья снизу вверх параллельно оси y0 ММ попа-
дает во вторую сингулярную точку, показанную 

на рисунке 9, в так называемый карданный замок. 
Прохождение через эту точку обеспечивается 
ограничением обобщенных координат q5 < 80º, 
q6 < 80º или q1 = Сonst, что предотвращает прояв-
ление сингулярной точки в шарнирах в виде 
быстрого вращения локтевых звеньев. 

 
Рис. 9. Движение запястья ММ через точку сингулярности: 

а) движение запястья параллельно оси y0 до сингулярной точки, 
б) точка сингулярности,  в) движение запястья параллельно оси y0 после сингулярной точки 
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Обобщенные координаты при прохождении 
второй сингулярной точки без обхода и с обхо-
дом сингулярности представлены на рисунках 10 
и 11 соответственно в виде графиков. 

Большие значения обобщенных координат 
на рисунке 10 означают проявление сингулярно-
сти вращением группы звеньев и суммированием 
углов, полученных при вращении. 

 
Рис. 10. Графики обобщенных координат при прохождении второй точки без обхода сингулярности 

 
 

 
Рис. 11. Графики обобщенных координат при прохождении второй точки с обходом сингулярности 

 
На рисунке 11 видим плавное изменение гра-

фиков обобщенных координат, которое соответ-
ствует и плавному движению звеньев ММ. 

Сингулярная точка №3. При движении 
плеча ММ через окрестность точки на вертикаль-
ной линии (ось x0) или вокруг неё, показанного 
на рисунке 12, звенья ММ 3 и 4 начинают син-
фазное движение вращения при движении схвата 

по окружности. Так проявляет себя третья сингу-
лярная точка. 

Обобщенные координаты при прохождении 
третьей сингулярной точки без обхода и с обхо-
дом сингулярности представлены на рисунках 13 
и 14 соответственно в виде графиков. 
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Рис. 12. Движение плеча ММ через точку сингулярности: 

а) движение плеча назад, б) точка сингулярности,  в) движение плеча вперед, г) движение плеча  
по окружности 

 

 
Рис. 13. Графики обобщенных координат при прохождении третьей точки без обхода сингулярности 

 
На рисунке 13 линейное увеличение углов в 

противоположных шарнирах ММ происходит в 
результате вращения группы звеньев вокруг оси, 
проходящей в окрестности третьей сингулярной 
точки. 

Прохождение через третью точку сингуляр-
ности обеспечивается ограничением обобщен-
ных координат q1 или q7 путем задания конкрет-
ного значения. Так как это ограничение препят-
ствует движению звеньев в зонах, где нет точек 
сингулярности, то имеет место временная фикса-
ция указанных значений обобщенных координат 
при прохождении плеча через третью точку син-
гулярности. При использовании метода в режиме 
непосредственного управления можно легко ор-
ганизовать динамическую фиксацию обобщен-
ных координат при прохождении сингулярных 
точек и исключить их проявление в виде быстрых 

вращательных движений группы звеньев ММ, 
что и показано на рисунке 14. 

Численные испытания метода проводились с 
помощью программного аппаратного комплекса 
(ПАК), включающего метод МКПС, путем про-
хождения через сингулярные точки, показанные 
на рисунках 6, 9 и 12 с выводом графиков обоб-
щенных координат, показанных на рисунках 7, 8, 
10, 11, 13, 14 и визуализацией движения звеньев 
ММ, показанных в [16]. Анализ графиков изме-
нения обобщенных координат и просмотр визуа-
лизации движения звеньев манипуляционного 
механизма ERA подтверждают работоспособ-
ность метода при прохождении сингулярных то-
чек. 

Данное испытание показало, что в алгоритме 
метода предусмотрено прохождение сингуляр-
ных точек различного проявления. На примере 
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манипуляционного робота ERA показана визуа-
лизация прохождения сингулярных точек с меха-
низмом обхода и без него. В качестве механизма 
обхода сингулярности в методе используются 
следующие внешние параметры метода: малые 

приращения обобщенных координат с учетом 
знака, ограничения обобщенных координат в 
виде интервала значений или конкретного значе-
ния. 

 

 
Рис. 14. Графики обобщенных координат при прохождении третьей точки с обходом сингулярности 

 

В частности, для манипуляционного робота 
ERA при прохождении первой сингулярной 
точки (Elbow Reach Singularity), обобщенной ко-
ординате центрального шарнира задается знак 
минус перед малым приращением δq, что всегда 
соответствует повороту колена в нужную сто-
рону. Для прохождения через точки, аналогич-
ные второй и третьей (Wrist Gimbal Lock and 
Shoulder Singularities), требуются ограничения 
части обобщенных координат в виде задания ин-
тервала значений или задания конкретных значе-
ний. Используемый механизм обхода сингуляр-
ности можно обеспечить на программном или 
программно-аппаратном уровне, не изменяя ал-
горитма метода при наличии дополнительных 
кнопок управления режимами изменения обоб-
щённых координат звеньев манипулятора, 
например, фиксацией обобщённой координаты, 
или ограничением с помощью введения интер-
вала значений. Можно учитывать существующий 
в алгоритме [15] мониторинг сингулярных точек, 
заключающийся в выполнении условия 

1

| | 0
n

i
i

q


 
, приведенного выше, в процессе ре-

шения ОЗК и автоматически включать и выклю-
чать  механизм их обхода. 

Выводы. Метод успешно прошел испыта-
ния на прохождение через сингулярные точки 
манипуляционного робота ERA. Моделирова-
нием подтверждена работоспособность исполь-

зуемых в методе механизмов прохождения син-
гулярных точек различного проявления. Опреде-
лены возможности реализации механизмов об-
хода сингулярных точек с учетом существую-
щего в алгоритме мониторинга сингулярных то-
чек в процессе итерационного решения ОЗК. Все 
параметры для предотвращения различных влия-
ний на движение звеньев при прохождении син-
гулярных точек являются внешними задающими 
параметрами для метода и поэтому при его при-
менении могут быть включены в разработку си-
стемы управления на программно-аппаратном 
уровне или автоматически на программном 
уровне с учетом существующего мониторинга. 
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TEST SIMULATION OF «FINITE ROTATION AND DISPLACEMENT» 
 METHOD BY THE EUROPEAN ROBOTIC ARM PASSING THROUGH 

 THE SINGULAR POINTS 

Abstract. The article consider the test simulation of the «finite rotation and displacement» method (FRDM) 
when the European Robotic Arm (ERA) manipulator is passing through the singular points. The test simulation 
confirms the method’s efficiency when passing through singular points and shows how to control the manipu-
lator with various manifestations of the singularity. Depending on the type of singularities manifestation the 
manipulator is controlled in the vicinity of the singular point by means of small changes in its configuration 
or by limiting and setting specific values to generalized coordinates at the software and hardware level. The 
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FRDM method is designed to solve the inverse kinematics (IK) for sequential-structure manipulators with an 
arbitrary number of links connected by fifth-class kinematic pairs. The method is based on determining the 
exact and optimal iterative steps that provide the maximum approximation to the given parameters of the final 
link for each degree of mobility. The software has been developed that consists of subprograms for organizing 
a general solution of the IK and a particular one for a particular manipulator in the form of source data 
according to the algorithm of the method. The initial data are the vector model of the manipulator, the values 
of the structural constraints of the generalized coordinates and signs of kinematic pairs by type and class. 

Keywords: «finite rotation and displacement» method, ERA manipulator, inverse kinematics, passing 
through singular points. 
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