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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ИСПОЛНИТЕЛЬНЫХ МОДУЛЕЙ ЗАХВАТНЫХ 
УСТРОЙСТВ РОБОТОВ 

Аннотация. На сегодняшний день актуальна задача повышения технических характеристик ис-
полнительных модулей очувствленных захватных устройств роботов. Во многом качество работы 
таких модулей определяется исполнительным двигателем и механической передачей, которая может 
внести дополнительные упругость, люфт и трение в систему. Внесение упругости, люфта и трения 
в контур управления в свою очередь приводит к понижению быстродействия и точности мехатрон-
ного модуля, а также может вызвать автоколебания. Однако, благодаря значительному прогрессу в 
производительности аппаратного обеспечения мехатронных и робототехнических систем, появля-
ется возможность точнее оценивать и контролировать силомоментные параметры состояния в вы-
ходном звене, а также осуществлять активную алгоритмическую компенсацию эффектов трения и 
упругости. Такая оценка силомоментных параметров состояния системы проводится за счет исполь-
зования детальных математических моделей и позволяет реализовывать силомоментное управление 
без использования специальных датчиков, что особенно важно в очувсвленных захватных устрой-
ствах из-за предъявляемых требований к масса-габаритным параметрам изделия. Поэтому целью 
данной работы является создание математической модели исполнительного модуля робота с рацио-
нальным соотношением сложности и точности, параметры которой можно легко идентифициро-
вать из паспортных данных составных элементов или результатов эксперимента и которую можно 
использовать для косвенной оценки сил и моментов развиваемых приводом. В рамках статьи были 
рассмотрены различные математические модели трения. На основе данного анализа была предло-
жена модифицированная модель трения, позволяющая проводить оценку параметров состояния ме-
ханической передачи в реальном времени. Она была встроена в общую математическую модель ме-
хатронного модуля. Теоретические данные, полученные на основе анализа общей модели исполнитель-
ного модуля, оказались близки к экспериментальным. Рассмотренная математическая модель испол-
нительного модуля может быть использована для идентификации параметров состояния мехатрон-
ного модуля в реальном времени и реализации силомоментного управления на основе косвенных изме-
рений. Кроме того, полученная модель позволяет проводить детальное математическое моделирова-
ние робота с учетом динамики отдельных исполнительных модулей. 

Ключевые слова: трение, мехатронный модуль, привод, люфт, упругость, редуктор, механиче-
ская передача. 

 
 

Введение. Благодаря широкому примене-
нию мехатронных модулей и робототехнических 
систем остается актуальной задача описания и 
исследования их динамики. Кроме того, в след-
ствии развития новых подходов к управлению 
исполнительными модулями выдвигаются новые 
требования к математическим моделям приводов 
c механическими передачами и появляется необ-
ходимость в улучшении этих математических 
моделей. 

Активное развитие робототехнических си-
стем и исполнительных модулей с силомомент-
ным управлением увеличивает важность задачи 
идентификации и компенсации сил и моментов 
трения, поскольку трение существенно влияет на 
качество силомометного управления [1]. Боль-
шинство методов компенсации трения требуют 
применения математических моделей, позволяю-
щих производить достаточно точную оценку тре-

ния [2–6]. Вопрос математического моделирова-
ния трения глубоко проработан и существует 
множество математических моделей трения [7], 
однако существующие работы в данном направ-
лении часто рассматривают моделирование тре-
ния отдельно от моделирования механической 
передачи исполнительного модуля, в следствии 
чего опускаются некоторые важные вопросы ин-
теграции модели трения в общую модель механи-
ческой передачи. В частности, вопросы исключе-
ния алгебраических петель и устойчивости чис-
ленного решения. 

Важным остается вопрос об оптимизации су-
ществующих математических моделей для 
оценки трения в реальном времени и уменьшения 
вычислительной сложности решения данной за-
дачи. Существующие аппаратное обеспечение 
встраиваемых систем позволяет решать задачи 
идентификации и компенсации трения в слож-
ных механических системах в реальном времени 
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с помощью статических моделей трения [2], [8]. 
Динамические модели трения позволяют точнее 
решать данные задачи [3], [9–11], однако для ис-
пользования их в алгоритмах встраиваемых си-
стем реального времени необходимо модифици-
ровать динамические модели, чтобы гарантиро-
вать конвергенцию решения при заданном шаге 
численного интегрирования. 

Для практического применения математиче-
ской модели исполнительного модуля также 
важна простая идентификация параметров мате-
матической модели из технических данных со-
ставляющих изделий и сборочных единиц или 
результатов эксперимента. 

В связи с этим, целью данной работы явля-
ется создание математической модели исполни-
тельного модуля, позволяющей проводить 
оценку и анализ влияния возмущающих сил, в 
частности сил трения и описывающей динамику 
машин и устройств, в которые встроен данный 
исполнительный модуль. Предложенная матема-
тическая модель исполнительного модуля 
должна позволять проводить оценку и компенса-
цию сил трения в реальном времени, а параметры 
математической модели должны быть легко 
идентифицируемыми и иметь простой физиче-
ский смысл. Для достижения поставленной цели 
в модели исполнительного привода необходимо: 
учесть зависимость сил трения от момента пере-
даваемого механической передачей; составить 
такую модель, чтобы избежать алгебраических 
петель при интеграции математической модели 
исполнительного модуля в общую модель робота 

или мехатронного модуля; рассмотреть и моди-
фицировать существующие модели трения, 
чтобы гарантировать конвергенцию численного 
решения при заданном шаге интегрирования; вы-
явить зависимости, определяющие выбор шага 
интегрирования для достижения устойчивого 
численного решения и рассмотреть методику 
идентификации параметров разработанной мате-
матической модели исполнительного модуля. 

1 Трение 
Трение в приводах является сложным про-

цессом, существенно влияющим на динамику ис-
полнительных модулей [12–16] и зависящим от 
множества факторов, таких как температура, 
сила контакта, свойства смазки, относительные 
перемещения, скорости и ускорения трущихся 
поверхностей. Особенную сложность вызывает 
описание трения на скоростях близких к нуле-
вым, где сила трения изменяется скачкообразно.  
В результате наличия трения в системе, могут 
наблюдаться следующие эффекты: Штрибек эф-
фект, прерывистое движение, упругость при от-
носительном микросмещении, гистерезис сил 
трения в зависимости от относительного переме-
щения трущихся поверхностей, лаг сил трения, 
гистерезис сил трения на кривой Штрибека, зали-
пание. 

Штрибек-эффект [7] проявляется в виде уве-
личения сил трения с уменьшением скорости от-
носительного перемещения в области малых ско-
ростей, а кривая зависимости силы трения от ско-
рости называется кривой Штрибека рис. 1а.

а) б) в) 

 

 

 

Рис. 1. График кривой Штрибека - а, График гистерезиса сил трения в зависимости от смещения  
и скорости соответственно – б и в 

 

Трение в машинах и устройствах, особенно с 
активными системами управления или стабили-
зации, может вызывать прерывистое движение. 
Оно выражается в попеременном страгивании и 
залипании тел в месте контакта и вызвано нели-
нейной характеристикой трения (рис. 1а). 

Для случая, когда необходимо моделировать 
динамические процессы в системе на «ползучих» 
скоростях и при малых перемещениях важно 
учитывать, что трение до момента страгивания 
ведет себя как упругость. При микроперемеще-
ниях сила трения стремится вернуть трущиеся 
тела в исходное положение. Это связано с взаи-

модействием трущихся поверхностей через ше-
роховатости и смазку. Такой эффект называется 
упругим микросмещенем. Если относительное 
перемещение становится больше упругой дефор-
мации шероховатости, то будет возникать не-
упругая деформация и на фазовой плоскости за-
висимости силы трения от относительного пере-
мещения это будет проявляться в виде гистере-
зиса (рис. 1б). 

Зависимость трения от относительного пере-
мещения трущихся поверхностей вызывает лаг 
трения – запаздывание трения относительно ско-
рости. Лаг трения возникает по причине того, что 
для появления трения необходимо сформировать 
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некоторое смещение трущихся поверхностей что 
проявляется в виде гистерезиса на кривой Штри-
бека (рис. 1в). 

Еще одним эффектом трения, который суще-
ственно влияет на динамику машин и устройств, 
является эффект залипания, выражающийся в 
увеличении силы трения страгивания по мере 
увеличения времени покоя. Залипание в явном 
виде учитывается, например, в семи параметри-
ческой модели Армстронга [7]. 

Для математического описания рассмотрен-
ных эффектов трения разработаны различные мо-
дели, которые делятся на два класса: статические 
модели и динамические модели трения. Динами-
ческие модели трения отличаются от статических 
тем, что они содержат внутренние переменные 
состояния. Оба типа моделей актуальны по-
скольку обладают своими преимуществами и не-
достатками, а выбор наиболее подходящего типа 
модели зависит от конкретной задачи. 

1.1  Статические модели трения 
Статические математические модели трения 

в отличие от динамических менее детально опи-
сывают трение. Однако в большинстве задач их 
точности достаточно для моделирования дина-
мики устройств. Тогда на первый план выходят 
такие положительные качества статических мо-
делей как простота, невысокая сложность чис-
ленного моделирования и относительно простая 
идентифицируемость параметров. Поэтому вы-
бор статической модели трения является рацио-
нальным, если она обеспечивает необходимую 
точность математического описания. 

Статические модели трения, используемые 
для моделирования динамических систем, ап-
проксимируют кривую Штрибека некоторой за-
висимостью. На рис. 2 изображены типовые за-
висимости сил трения от скорости используемые 
в математических моделях трения.

 
а) б) в) г) 

Рис. 2. Зависимости силы трения от скорости для различных моделей трения 
 
Базовой математической моделью трения 

является модель кулоновского трения. Её зависи-
мость максимальной силы трения от скорости 
изображена на рис. 2а и описывается уравнением 
(ݒ)ܨ = -Для уточнения модели куло .(ݒ)݊݃݅ݏܨ
новского трения, при описании трения на малых 
скоростях, изменяют функцию ܨ(ݒ), которая 
описывает зависимость трения от скорости. Это 
позволяет учесть эффект Штрибека и тот факт, 
что максимальное трение покоя ܨௌ больше тре-
ния скольжения ܨ . Такая математическая мо-
дель будет описываться уравнением: 

,ݒ)ܨ (ாܨ = ൜
,(ݒ)ܨ ݒ  ≠ 0

,|ாܨ|)݊݅݉ (ௌܨ ,(ாܨ)݊݃݅ݏ ݒ = 0,
 (1) 

где ܨா – суммарная внешняя сила, ݒ – относи-
тельная скорость скольжения. Типовой график 
кривой Штрибека для данной модели изображен 
на рис. 2б, а самые распространённые функции, 
описывающие зависимость силы трения сколь-
жения приведены в таблице 1. 

Таблица 1 
Функции, применяемые для описания зависимости силы трения от скорости 

Лоренцевская зависимость: ܨ(ݒ) = ൬ܨ + ௌܨ) − (ܨ
1

1 + ଶ(ௌݒ/ݒ)
൰  (ݒ)݊݃݅ݏ

Зависимость Тастина: ܨ(ݒ) = ൫ܨ + ௌܨ) −  (ݒ)݊݃݅ݏ)݁ି|௩|/௩ೄ൯ܨ
Гаусова зависимость: ܨ(ݒ) = ൫ܨ + ௌܨ) − )݁ି(௩/௩ೄ)ܨ

మ൯(ݒ)݊݃݅ݏ 

Обобщенная зависимость: ܨ(ݒ) = ቀܨ + ௌܨ) − )݁ି(|௩|/௩ೄ)ܨ
ഁቁ  (ݒ)݊݃݅ݏ
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Однако необходимо отметить, что базовая 
кулоновская модель трения и все ее вариации 
имеющие особую точку в области нулевых ско-
ростей приводят при численном моделировании 
реверсивных систем к ошибкам, так как перемен-
ная ݒ будет описываться вещественным числом с 
плавающей точкой и кроме как случайным обра-
зом не может стать равна 0. Таким образом воз-
можны постоянные переключения силы трения 
между двумя значениями ܨ  и −ܨ  в некоторой 
дельта области скорости ݒ, размер которой будет 
определяться выбранным шагом решателя при 
численном моделировании. Это усложняет инте-
грацию данного семейства моделей в общую мо-
дель механизма или устройства и вызывает появ-
ление алгебраических петель, являющихся 
крайне нежелательными при моделировании. Ис-
пользование модели Карнопа [7], где вводится 
некоторая дельта область малых скоростей в ко-
торой сила трения равна нулю не решает про-
блему, так как особые точки кривой Штрибека не 
устраняются и около них возникают переключе-
ния. Все это приводит к необходимости модифи-
кации модели кулоновского трения и аналогич-
ных моделей для обеспечения устойчивого чис-
ленного решения и упрощение ее интеграции в 
общие модели.  

Наиболее универсальным методом обеспе-
чения устойчивости численного решения явля-
ется сглаживание (линеаризация) перехода зави-
симости силы трения от скорости в точке ݒ = 0 
[1]. Для этого выделяется некоторая дельта об-
ласть ݒ ∈ ,ߜ−) -) в которой характеристика лиߜ
неаризуется или заменяется другой кривой, кото-
рая дифференцируема и имеет по крайней мере 
ограниченную первую производную. Пример мо-
дификации характеристик, изображенных на рис. 
2а и 2б приведен на рис. 2в и 2г соответственно. 

Модифицированная кулоновская модель, 
график которой изображен на рис. 2в, будет опи-
сываться уравнением: 

(ݒ)ܨ = ,|ݒ|݇)݉݅݊ܨ 1)  (2)       ,(ݒ)݊݃݅ݏ

где ݇ – коэффициент крутизны характеристики, 
определяемый из соотношения ݇ =  .ߜ/1

В математических моделях, учитывающих 
Штрибек-эффект, также легко убирается особая 
точка при ݒ = 0. Предполагая, что кривая Штри-
бека изображенная на рис. 2г симметрична отно-
сительно начала координат, а область ߜ мала по 
сравнению с областями граничной и частичной 
смазываемости данная зависимость будет описы-
ваться уравнением: 

(ݒ)ܨ = ቊܨ
(|ݒ| − ,(ݒ)݊݃݅ݏ(ߜ |ݒ|  > ߜ

,ݒ݇ |ݒ| ≤ ߜ ,
   (3) 

где ܨ(ݒ) – нечетная функция, описывающая 
кривую Штрибека с не устраненной особой точ-
кой, ݇ – коэффициент крутизны характеристики, 
определяемый из соотношения ݇ =  .ߜ/1

1.2  Динамические модели трения 
Для моделирования и проведения расчётов 

динамики машин и механизмов в случае не ре-
версивного движения достаточно статических 
стационарных и не стационарных математиче-
ских моделей трения. Однако в области робото-
техники и мехатроники, где используются следя-
щие системы, для которых характерно реверсив-
ное движение и движение с малыми скоростями 
актуально более детальное описание трения. 
Особенно важно такое описание для систем сило-
моментным очувствлением, поскольку благодаря 
развитию вычислительных средств появляется 
возможность осуществлять идентификацию и 
компенсацию трения в реальном времени на ос-
нове более точных динамических математиче-
ских моделей. 

Одной из наиболее удачных динамических 
моделей трения, сочетающих одновременно до-
статочную точность и низкую сложность, явля-
ется модель ЛуГре (LuGre) [17], [18]. Модель 
ЛуГре является развитием модели Даля [7] и поз-
воляет дополнительно учитывать эффект Штрти-
бека, использовать произвольную функцию, ап-
проксимирующую зависимость трения от скоро-
сти. Для модели гарантируются диссипативность 
и устойчивость при выборе коэффициентов в со-
ответствии с методиками [19]. Модель ЛуГре 
описывается системой уравнений: 

ቐ
ܨ = ݖߪ + ଵߪ

ௗ௭
ௗ௧
+ (ݒ)݂

ௗ௭
ௗ௧
= ݒ − ߪ

௩
(௩)

,ݖ
               (4) 

где ߪ,  ଵ – параметры определяющие жесткостьߪ
и демпфирование трения, ݃(ݒ) – кривая Штри-
бека, ݂(ݒ) – зависимость характеризующая вяз-
кое трение. 

Для обеспечения диссипативности модели 
[19] 19 должно выполняться соотношение: 

(ݒ)ଵߪ ≤  (5)                    |ݒ|/(ݒ)݃ߪ4

В [19], предлагается определять коэффици-
ент демпфирования из уравнения ߪଵ(ݒ) =
ଵ(0)݁(௩/௩)ߪ

మ, однако поскольку рассматривае-
мые модели должны быть простыми и позволять 
проводить оценку параметров состояния си-
стемы, выберем следующую зависимость: 

(ݒ)ଵߪ = min(ߪଵ(0),  (6)       (|ݒ|/(ݒ)݃ߪ4

Декремент затухания для данной модели 
трения определяется из формулы [19]: 
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ߞ = ൫ߪଵ(0) + ݂ᇱ(0)൯/൫2ඥߪ൯            (7) 

Для отсутствия колебательности в решении 
-ଵ(0) должно иметь такое значение, чтобы выߪ
полнялось неравенство ߞ ≥ 0,5. 

Поскольку текущие модели рассматрива-
ются в контексте их применения для оценки па-
раметров состояния механической передачи в ре-
альном времени, необходимо обеспечить быст-
рое и стабильное решение системы дифференци-
альных уравнений, описывающих трение. Запи-
шем систему (20) в операторной форме, пологая, 
что скорость изменяется много медленнее, чем 
сила трения: 

ܨ =
భ
బ
ାଵ

(|ೡ|)
బ|ೡ|

ାଵ
(ݒ)݊݃݅ݏ(|ݒ|)݃ +  (8)      (ݒ)݂

В данном дифференциальном уравнении 
присутствует постоянная времени ܶ =

(|௩|)
ఙబ|௩|

, ко-
торая определяет производную изменения силы и 
влияет шаг квантования, при котором будет 
найдено устойчивое численное решение. Причем 
ܶ пропорционально уменьшается с увлечением 

скорости. Максимально допустимый шаг реша-
теля должен быть в несколько раз меньше мини-
мальной постоянной времени в математической 
модели ௦ܶ௩ ≪ ܶ. Следовательно, постоянная 
времени ܶ определяет вычислительную слож-
ность численного решения. Для составления ма-
тематической модели трения, удовлетворяющей 
цели данной статьи, проведем модификацию 
классической модели ЛуГре. Ограничим посто-
янную времени ܶ, чтобы возможно было прово-
дить вычисления в реальном времени с фиксиро-
ванным шагом квантования. Для этого опреде-
лим параметр ߪ как функцию от скорости в сле-
дующем виде: 

(ݒ)ߪ = ݉݅݊ ቀߪ(0),
(௩)

|௩|்
ቁ,            (9) 

где ܶ – минимально допустимая постоянная 
времени. В свою очередь пороговая скорость ݒ௧ 
на которой динамическая модель будет перехо-
дить в статическую будет являться решением 
уравнения: 

௧ݒ =
(௩)

ఙబ()்
	                      (10) 

Причем, если принять допущение ݒ௧ ≫  ௌݒ
для кривых Штрибека из таблицы 1 и рис. 2г при-
ближенную пороговую скорость ݒ௧ можно 
найти из выражения: 

௧ݒ =
ி

ఙబ()்
                      (11) 

Тогда окончательно получим модифициро-
ванную модель ЛуГре пригодную для идентифи-
кации трения в механической передаче: 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
ܨ⎧ = ݖ(ݒ)ߪ + (ݒ)ଵߪ

ௗ௭
ௗ௧
+ (ݒ)݂

ௗ௭
ௗ௧
= ݒ − (ݒ)ߪ

௩
(௩)

ݖ

(ݒ)ଵߪ = ݉݅݊ ቀߪଵ(0),
ସఙబ(௩)

|௩|
ቁ

(ݒ)ߪ = ݉݅݊ ቀߪ(0),
(௩)

|௩|்
ቁ

            (12) 

Для анализа применяются также более точ-
ные модели, чем модель ЛуГре, например, эла-
сто-пластичная модель [7], [20–22], модель Лё-
вена [23], модель Максвелла [24]. Однако они 
имеют больше параметров, требующих иденти-
фикацию, имеют более сложные зависимости и 
поэтому менее пригодны для реализации вычис-
лений в реальном времени. 

2 Математическая модель 
исполнительного модуля мехатронной системы с 
учетом трения, люфта и упругости в 
механической передаче. 

Рассмотрим кинематическую схему элемен-
тарного звена с передаточным отношением ݅ோ, 
предложенную в работе [1] и изображенную на 
рис. 3. Предположим, что упругость звена (У) 
описывается законом Гука, внутреннее трение в 
материале (Т) вязкое, а люфт (Л) не зависит от уг-
лового положения звеньев. Будем считать, что 
вал звена 1 (В1) вращает электропривод, форми-
рующий входной момент для механической пере-
дачи, а на вал звена 2 (В2) установлена нагрузка 
и действует внешнее возмущающее воздействие.

 

Рис. 3. Кинематическая схема элементарного звена механической передачи 
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На основе принятых допущений составим 
систему дифференциальных уравнений, описы-
вающих динамику звена механической передачи. 

Крутящие моменты, действующие на вал 1 
формируют ускорение в соответствии с форму-
лой: 

ଵߝଵܬ = ூேܯ ଵܯ− ,                   (13) 

где ܯூே – входной крутящий момент механиче-
ской передачи, действующий на вал 1, ܯூ – кру-
тящий момент противодействия со стороны звена 
-ଵ – момент инерции звена 1, включающий моܬ ,2
мент инерции ротора двигателя и первую часть 
момента инерции механической передачи, ߝଵ – 
угловое ускорение звена 1. 

Определим угол скручивания механической 
передачи ߠ, приведенный к выходу: 

ߠ = ′ଵߙ −   (14)																						ଶ,ߙ

где ߙଵʹ  – приведенное угловое положение вход-
ного звена к выходу. 

Тогда крутящий момент ܯଵ
ʹ  передающийся с 

помощью сил упругости в вязкого трения на вы-
ходное звено определятся во формуле: 

ଵܯ
′ = (ߠ)′ଵܾܭ

ௗఏ
ௗ௧
+  (15)           ,(ߠ)ܾܿ

где ܿ – жесткость механической передачи, ܭଵ – 
приведённый коэффициент вязкого трения мате-
риала механической передачи, ܾ(ߠ),  – (ߠ)′ܾ
функции, описывающие влияние люфта ߠ , 
изображенные на рис. 4 и вычисляемые по фор-
мулам: 

(ߠ)ܾ = ൝
ߠ − ߠ , ߠ	 > ߠ
ߠ + ߠ , ߠ	 < ߠ−

0, |ߠ| ≤ ߠ
          (16) 

(ߠ)′ܾ = ൜1, 	
|ߠ| > ߠ

0, |ߠ| ≤ ߠ
                (17) 

а) б) 

  

Рис. 4. Графики функций (16) и (17), описывающие 
влияние люфта ܤߠℎ в механической передаче 

 

Крутящий момент ܯଵ
ʹ  – является приведен-

ным к выходному звену и определяется по фор-
муле: 

ଵܯ
′ = ଵ݅ோܯ 															           (18) 

Тогда ускорение выходного звена определя-
ется из уравнения: 

ଶߝଶܬ = ଵܯ
ᇱ ை்ܯ+ ிܯ−

ᇱ ଶܯ− ,          (19) 

где ܬଶ – суммарный момент инерции нагрузки и 
второй части приведённого момента инерции ме-
ханической передачи к выходному звену, ߝଶ – 
ускорение выходного звена, ܯை்  – внешний 
возмущающий момент, ܯி

ʹ  – крутящий момент 
трения, ܯଶ – крутящий момент противодействия 
со стороны следующего звена, если моделиру-
ется цепь механических передач. 

Момент трения ܯி
ʹ  имеет две основные со-

ставляющие: независящую и зависящую линейно 
от передаваемого механической передачей мо-
мента поскольку увеличиваются силы реакции 
опор [1]. Исходя из этого, можно записать выра-
жение, определяющее силу трения: 

ிܯ
′ = ቊ൫หܯଵ

′ หܭெ + 1൯ܯி(ݐ, ,ଶߗ (ݖ + (ଶߗ)݂
(ଶߗ)݂ = ଶߗଶܭ

, (20) 

где ܭெ  – коэффициент пропорциональности 
межу передаваемым моментом и моментом тре-
ния, ܯி(ݐ, ,ଶߗ  статическая или динамическая – (ݖ
модель описания трения, ܭଶ – коэффициент вяз-
кого трения. Для решения поставленной задачи 
наиболее подходящими являются модели трения, 
соответствующие уравнениям (3) и (12) с кривой 
Штрибека описываемой обобщённой зависимо-
стью из таблицы 1. Тогда статическая модель 
трения примет вид: 

(ଶߗ)ிܯ = ൝ܯ + ௌܯ) ݁(ܯ−
ିቀቚ|ఆమ|ିఋమቚቁ

ഁ

, |ଶߗ|  > ఆమߜ
⋅ ఆమߜ/ௌܯ ଶߗ , |ଶߗ| ≤ ఆమߜ ,

 (21) 

где ߗଶ ∈ ఆమߜ−ൣ ,  .ఆమ൧ – линеаризуемая областьߜ
А динамическая описываться системой диф-

ференциальных уравнений: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ ிܯ = ݖ(ଶߗ)ߪ + (ଶߗ)ଵߪ

ௗ௭
ௗ௧
+ (ଶߗ)݂

ௗ௭
ௗ௧
= ଶߗ − (ଶߗ)ߪ

ఆమ
(ఆమ)

ݖ

(ଶߗ)ߪ = ݉݅݊ ቀߪ(0),
(ఆమ)

|ఆమ|்
ቁ

(ଶߗ)ଵߪ = ݉݅݊ ቀߪଵ(0),
ସఙబ(ఆమ)

|ఆమ|
ቁ

(ଶߗ)݃ = ܯ + ௌܯ) )݁ି(ఆమ/ఆమೄ)ܯ−
ഁ

(ଶߗ)݂ = ଶߗଶܭ

 (22) 

где ܶ – константа, ограничивающая снизу по-
стоянную времени модели трения для того, 
чтобы гарантировать конвергенцию решения при 
заданном шаге численного интегрирования. Ско-
рость перехода начиная с которой ограничи-
ваться скорость изменения трения приближенно 
определяется по формуле: 

ଶ௧ߗ =
்

ఙబ()்
                 (23) 

Результирующая модель исполнительного 
мехатронного модуля с учетом линейной модели 
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двигателя будет описываться системой диффе-
ренциальных уравнений: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ ܷ = ܮ ௗ

ௗ௧
+ ܴ݅ + ݇ா

ௗఈభ
ௗ௧

ДВܯ = ݇ெ݅

ଵܬ
ௗమఈభ
ௗ௧మ

= ДВܯ ଵܯ−

′ଵߙ =
ఈభ
ೃ

ߠ = ′ଵߙ − ଶߙ
ଵܯ

′ = (ߠ)′ଵܾܭ
ௗఏ
ௗ௧
+ (ߠ)ܾܿ

ଵܯ
′ = ଵ݅ோܯ

ଶܬ
ௗమఈమ
ௗ௧మ

= ଵܯ
′ ை்ܯ+ ிܯ−

′ ଶܯ−

ிܯ
′ = ൫หܯଵ

′ หܭெ + 1൯ܯி ቀݐ,
ௗఈమ
ௗ௧

, ቁݖ ,

 (24) 

где ܷ, ݅, ,ܮ ܴ – напряжение, ток, индуктивность и 
сопротивление в цепи якоря двигателя, ݇ா , ݇ெ – 
постоянные противоЭДС и крутящего момента 
исполнительного двигателя,  ܾ(ߠ), -функ – (ߠ)′ܾ
ции описываемые системами уравнений (16) и 
(17) соответственно, ܯி ቀݐ,

ௗఈమ
ௗ௧

, -ቁ – модель треݖ
ния описываемая системами уравнений (21) или 
(22).  

На рис. 5 изображена структурная схема ма-
тематической модели механической передачи, 
соответствующая системе уравнений (24).

 

 
 

Рис. 5. Структурная математической модели механической передачи с учетом трения, люфта и упругости 
 

3 Определение параметров 
математической модели исполнительного 
модуля 

Большинство параметров модели исполни-
тельно модуля из системы уравнений (24) опре-
деляется по паспортным данным соответствую-
щих изделий, однако нахождение параметров мо-
делей трения из (21) и (22) затруднено. Поэтому 
рассмотрим определение параметров моделей 
трения и сравним экспериментальные данные с 
теоретическими зависимостями. 

Некоторые производители механических пе-
редач приводят зависимость КПД от входного 
ଵܯ)ߟ

ʹ ) или выходного ߟ(ܯை்) крутящих момен-
тов. Такую кривую также можно получить по ре-
зультатам эксперимента. Проведем идентифика-
цию параметров ܭெ  и ܯ  моделей трения (21) 
или (22). В таблице 2 приведены данные измере-
ния КПД ߟ механической передачи при опреде-
ленном входном крутящем моменте, приведен-
ном к выходу по средством умножения на пере-
даточное отношение. 

Таблица 2 

Данные измерения зависимости КПД от приведенного к выходу входного момента 

ଵܯ
ʹ , Нм 0,1 0,11 0,15 0,2               0,24 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 
 ед. 0,461 0,500 0,600 0,664 0,700 0,732 0,766 0,786 0,801 0,810 ,ߟ

 
Рассмотрим установившийся процесс (ߝଶ =

0) для однозвенной или одноступенчатой пере-
дачи (ܯଶ = 0). Тогда из уравнения (38) получим: 

ଵܯ
′ ிܯ−

′ = ை்ܯ                    (25) 

В установившемся процессе КПД определя-
ется из формулы: 

ߟ = ெೀೆ
ெభ

′ = ெభ
′ ିெಷ

′

ெభ
′ = ெభ

′ ି൫หெభ
′ หಾಽାଵ൯ெಷ
ெభ

′    (26) 

Тогда из (25) и (26) предполагая ܯଵ
ʹ > 0, 

|ଶߗ| ≫ |ଶߗ| ఆమ иߜ ≫ ଶௌߗ  получим соотношения 
для идентификации параметров: 

ߟ = ெభ
ᇲ(ଵିಾಽெ)ିெ

ெభ
ᇲ                    (27) 
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ߟ = ெೀೆ(ଵିಾಽெ)
ெೀೆାெ

                   (28) 

Таким образом уравнение (27) задает зависи-
мость ߟ൫ܯଵ

ʹ ൯, а (28) зависимость ߟ(ܯை்). Ис-
пользуя метод наименьших квадратов по зависи-
мости (27) и данным из таблицы 2, находим ис-

комые параметры. На рис. 6 показана идентифи-
цированная зависимость ߟ൫ܯଵ

ʹ ൯. Из формулы 
(27), с помощью MATLAB, определены матема-
тические ожидания величин ܭெ = ܯ ,3,266 =
0,04052, причем величины лежат в доверитель-
ном интервале 95% ܭெ ∈ (3,204;  3,328), 
ܯ ∈ 	(0,04022;  0,04082).

 

 

Рис. 6. Теоретическая и экспериментальная зависимость КПД от приведенного входного крутящего момента 
механической передачи 

Момент трения покоя ܯௌ может быть опре-
делен из момента страгивания редуктора или 
вместе с параметром ߗଶௌ  идентифицирован мето-
дом наименьших квадратов из кривой Штрибека 
(зависимости момента трения от скорости). 

Размер линеаризуемой области ߜఆమ опреде-
ляет погрешность вычисления скорости около 
нуля и максимальный шаг численного интегри-
рования, при котором будет наблюдаться устой-
чивое численное решение. Поэтому область ли-
неаризации необходимо сделать меньше допу-
стимой погрешности вычисления скорости ߜఆమ <
-ଶПОГР, а шаг интегрирования находить из соотߗ
ношения: 

ݐ݀ <
ଶఋమ ⋅మ
⋅Mೄ

,                        (29) 

где ݇ – коэффициент, зависящий от решателя. Ре-
комендуется принимать ݇ > 6 ÷ 10. 

Определение параметров динамической мо-
дели трения (22) можно привести аналогичным 
образом, только с тем различием, что для опреде-
ления величины ߪଵ требуются динамические ис-
пытания. Параметр динамической модели ߪ ха-
рактеризует жесткость соединения трения и мо-
жет быть измерен по упругому относительному 
микросмещению трущихся поверхностей. 

4 Математическое моделирование 
исполнительных модулей захватных устройств 
роботов 

Для верификации полученных математиче-
ских моделей приводов была проведена иденти-
фикация параметров модели (24) привода захват-
ного устройства как со статической моделью тре-
ния (21), так и с динамической (22) и проведено 
моделирование характерных явлений. В резуль-
тате идентификации были получены следующие 
значения параметров модели: ܮ = 0,746мГн, ܴ =
7,25Ом, ݇ா = 0,0453В ⋅ с/рад, ݇ெ =
0,0452Нм/А, ܬଵ = 9,49 ⋅ 10ିкг ⋅ мଶ, 	݅ோ = 28, 
ଵܭ	 = 0,146Нм ⋅ с/рад, ܿ = 1003Нм/рад	, ܬଶ =
0,0021кг ⋅ мଶ, ܭெ = ܯ ,3,266 = 0,0405Нм, 
ௌܯ = 0,0467Нм, ߜఆమ = 10ିସрад/с, ߗଶௌ =
10,47рад/с,	ܭଶ = 0Нм ⋅ с/рад, ߪ = 100Нм/рад, 
ଵߪ = 0,923Нм ⋅ с/рад, ܶ = 2 ⋅ 10ିс. 

На рис. 7 представлено моделирование ги-
стерезиса момента трения в области упругих 
микроперемещений без взаимного проскальзыва-
ния поверхностей. Моделировалось перемеще-
ние при воздействии крутящего момента ܯ =
(ݐ)ܽ ⋅ sin(߱ݐ), где амплитуда ܽ(ݐ) линейно воз-
растает, но не превышает момент страгивания 
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-ௌ. Из рис. 7 видно, что полученная динамичеܯ
ская модель учитывает гистерезис сил трения при 

микроперемещениях. Для статической модели 
петля гистерезиса вырождается в линию. 

 

Рис. 7. График момента трения при упругом микроперемещении без проскальзывания 

На рис. 8 представлено сравнение зависимо-
стей силы трения от скорости. Относительная 
скорость в месте контакта менялась по закону 
ߗ = ܽ ⋅ (ݐ߱)݊݅ݏ + ܾ. Из рисунка видно, что обе 

модели учитывают эффект Штрибека, однако ди-
намическая модель, кроме этого, обеспечивает 
учет гистерезиса, вызванного лагом трения, а 
также корректно описывает трения при микропе-
ремещениях без скольжения. Ω2, рад/с 

 
Рис. 8. Зависимость силы трения от угловой скорости 

 
Заключение. В рамках статьи были рас-

смотрены статические и динамические математи-
ческие модели трения пригодные для моделиро-
вания динамики мехатронных модулей. За ос-
нову статической модели трения в мехатронном 
модуле была взята модель кулоновского трения с 
обобщенной зависимостью Штрибека линеари-
зованной в области нулевых скоростей, а за ос-
нову динамической модели была взята модель 

ЛуГре. Модель трения ЛуГре была модифициро-
вана таким образом, чтобы обеспечить конвер-
генцию численного решения при заданном шаге 
интегрирования, что позволяет ее использовать в 
системах реального времени в отличие от класси-
ческой модели [19]. 

Так же была предложена обобщенная мо-
дель механической передачи мехатронного мо-
дуля учитывающая люфт, упругость, трение, а 
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также зависимость трения от нагрузочного мо-
мента, отличающаяся отсутствием алгебраиче-
ских петель в сравнении с моделью, предложен-
ной в труде [1]. В данную модель были интегри-
рованы предложенные модели трения. 

Для предложенной математической модели 
мехатронного модуля был рассмотрен подход к 
идентификации ее параметров. Сравнение харак-
теристик, полученных на основе идентификации 
параметров с экспериментальными данными по-
казал их достаточно точное совпадение. 

Математическое моделирование эффектов 
трения по статической и динамической моделям 
показало, что они могут использоваться для 
учета каких эффектов как: Штрибек эффект, ги-
стерезис сил трения в зависимости от относи-
тельного перемещения трущихся поверхностей, 
лаг сил трения, гистерезис сил трения на кривой 
Штрибека,  прерывистое движение и упругость 
при относительном микросмещении. 

Математическая модель исполнительных 
мехатронных модулей, рассмотренная в данной 
работе, за счет своей относительной вычисли-
тельной простоты, может быть использована как 
при моделировании захватных устройств и мани-
пуляторов роботов с учётом динамики приводов, 
так и в системах реального времени для оценки 
параметров состояния систем. В частности, такие 
модели могут использоваться для компенсации 
влияния трения в силомоментных и позиционно-
силовых системах управления. Кроме того, за 
счет отсутствия алгебраических петель данная 
модель может быть реализована в множестве 
прикладных приложений для математического 
моделирования имеющих встроенный числен-
ный решатель дифференциальных уравнений. А 
простота модели исполнительного мехатронного 
модуля позволяет оценивать большинство ее па-
раметров по паспортным данным составляющих 
изделий. 
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DRIVE UNIT MATHEMATICAL MODEL OF ROBOT GRIPPING DEVICES 

 

Abstract. Today, the task of increasing the drive unit technical characteristics of robot gripping devices 
is relevant. In many respects, the drive motor and gear unit determine the quality of work of such modules, 
which can introduce additional elasticity, backlash and friction into the system. In turn, backlash and friction 
in the control loop decrease the speed and accuracy of the mechatronic module and can cause self-oscillations. 
However, significant progress in hardware performance of mechatronic and robotic systems makes it possible 
to more accurately estimate and control the force and torque state parameters in the output link and to carry 
out active algorithmic compensation for the effects of friction and elasticity. 

Such observers are usually based on detailed mathematical models and allows to implement force control 
without the use of special sensors, which is especially important in advanced gripping devices due to the re-
quirements imposed on the mass-dimensional parameters of the product. Therefore, the purpose of this article 
is to make a general mathematical model of the robot drive unit with a rational relationship of complexity and 
accuracy. The models’ parameters should be easily identified from the constituent elements of passport data 
or the experiment results. The model should allow estimating the state parameters of mechanical transmission 
in real time; take into account the main friction effects. However, it should be simple enough for analytical 
conclusion and numerical modeling.  As part of the article, various friction models are considered. On the 
basis of this analysis, a modified friction model is proposed. It makes possible to estimate the state parameters 
of mechanical transmission in real time. It is built into the general mathematical model of the mechatronic 
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module. The results of mathematical simulation are close to experimental data. The considered drive unit 
mathematical model can be used to identify the state parameters of the mechatronic module in real time and 
implement force control based on estimation.  In addition, the obtained model allows to conduct mathematical 
simulation of the robot taking into account the drive unit dynamics. 

Keywords: friction, mechatronic module, drive, backlash, elasticity, gearbox, mechanical transmission. 
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