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В основе расчета лежит аппроксимация исходного дифференциального уравнения изгиба 

тонкой изотропной пластинки с использованием обобщенных уравнений метода конечных разно-
стей (МКР), полученных относительно вторых производных функции прогибов. Эти уравнения 
позволяют решать задачу в пределах интегрируемой области с учетом разрывов искомой функ-
ции, ее первой производной и правой части исходного дифференциального уравнения. Из системы 
уравнений получаем значения вторых производных искомой функции в каждой расчетной точке 
сетки. Используя известные зависимости можно перейти к изгибающим моментам, что упроща-
ет решение. В статье изложен алгоритм решения задач с использованием предложенной методи-
ки. Приведены примеры расчетов с различными граничными условиями и нагрузкой при минималь-
ном числе разбиений. Результаты сравниваются с решением С.П. Тимошенко в рядах. Такой под-
ход может быть использован в качестве методических рекомендаций, а также для проведения 
поверочных расчетов при проектировании конструкций.  

Ключевые слова: изгибаемая плита, тонкая, изотропная, искомая функция, разрыв функции, 
численное решение, обобщенные уравнения метода конечных разностей. 

Разрешающее дифференциальное уравне-
ние изгиба тонкой пластинки [1] имеет вид: 
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где ܹ – прогиб; ݍ – интенсивность распреде-
ленной нагрузки; ܦ – цилиндрическая жест-
кость. 

Перейдем к безразмерным параметрам и 
понизим порядок уравнения (1), введя обозначе-
ния 
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интенсивность нагрузки в какой-либо точке, ܽ – 
длина одной из сторон плиты. 
Внутренние усилия также запишем в безразмер-
ном виде: 
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Приведем разностную аппроксимацию диффе-
ренциального уравнения (3), используя обоб-
щенное уравнение метода конечных разностей 
МКР (2.1.17) [2] при ߜ = ߚ = ߪ = ߙ  ,0 = ߛ = 1 
с заменой ߱	на ݓకక 	и	ݓఎఎ . 
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Здесь  Δq௜,௝
ఎ 	и  Δq௜,௝

క  – величины разрывов без-
размерной поперечной силы в направлениях  
 соответственно в точке, расположенной на  ߦ	и	ߟ
бесконечно малом расстоянии от точки ݅, ݆.  
Уравнения записываем на квадратной сетке с 
шагом h. Фрагмент сетки на которой строится 
численное решение показан на рис. 1.  

Алгоритм расчета сводится к следующему: 
для определения ݓకక  и  ݓఎఎ  необходимо сов-
местное решение систем уравнений (5) и (6) с 
учетом граничных условий. 

При шарнирном опирании на контуре 
కకݓ = ఎఎݓ = 0, поэтому для решения достаточ-
но уравнений (5) и (6).  
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Рис. 1. Шаблон с расчётными точками                    Рис. 2. Шаблон для записи граничных условий 
 

Получим уравнение описывающее гранич-
ные условия при жестком защемлении стороны 
ߟ = 1, параллельной оси ߦ . Граничные условия 
можно записать в виде уравнения метода после-
довательных аппроксимаций используя (3.1.6) 
[2]: 
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Для других краев плиты эти уравнения за-
писываются по аналогии с заменой ߟ, ݅, ݆ на 
,ߦ ݆, ݅. Фрагмент сетки приведен на рис. 2.  

Для вычисления вторых производных ݓ 
воспользуемся известными формулами метода 
конечных разностей: 

௜௝ݓ
కక = ௜ିଵ,௝ݓ) − ௜௝ݓ2  ௜ାଵ,௝)/ℎଶ     (9)ݓ+

Формула для ݓ௜௝
ఎఎследует из (9) с заменой  

݅, ݆ на ݆, ݅. 
Приведем решение нескольких задач.  
1. Рассмотрим квадратную шарнирно опёр-

тую по контуру плиту, нагруженную распреде-
ленными моментами по краям ߦ = 0	и	ߦ = 1. 
Расчетная схема изображена на рис.3. Принима-
ем  ℎ = 1/4. При такой нагрузке момент на кон-
туре ݉(క) = 1, а		ݓఎఎ =  контуре	на	కకݓ .0
найдем из зависимостей (4) -  ݓకక = −1.  Для 
решения необходимо записать уравнения (5) и 
(6) для расчетных точек поля с учетом симмет-
рии при Δqక = Δqఎ = 0.  

Решая систему получим: ݓଵ
కక =

−0,185;	 ଵݓ	
ఎఎ = −0,312.	 Из (4) определим: 

݉ଵ
(క) = 0,281;	݉ଵ

(ఎ) = 0,369.		Результаты, приве-
денные в работе С.П. Тимошенко [1]: ݉ଵ

(క) =

0,256;	݉ଵ
(ఎ) = 0,394. Погрешность по моментам 

݉ଵ
(క) – 9,7%,   ݉ଵ

(ఎ) – 6,7%. 
 

Рис. 3.  Расчетная схема к задаче 1 
2. Квадратная пластинка, три края которой 

свободно оперты и один защемлен, загружена 
равномерно распределенной нагрузкой ݌ = 1. 
Граничные условия как на рис 4.  

Для решения этой задачи наряду с уравне-
ниями (5) и (6) составленных для точки поля 22, 
необходимо записать уравнение (8) для точки 
контура 23, учитывающее граничные условия. 
Значение прогиба в точке 22, в уравнении (8), 
запишем с использованием известного уравне-
ния метода конечных разностей (9).  
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Решая (10) найдем: ݓଶଶ
కక = ଶଶݓ

ఎఎ =
ଶଷݓ	;0,0208−

ఎఎ = 0,0833.	 С учётом (4) ݉ଶଷ
(ఎ) =

−0,0833;	 
݉ଶଶ
(ఎ) = ݉ଶଶ

(క) = 0,027.	Прогиб ݓଶଶ = 0,0028. 
Решение в рядах [1] для этой задачи дает: ݓଶଶ =
0,0026;  
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݉ଶଶ
(ఎ) = 0,034; ݉ଶଶ

(క) = 0,039; ݉ଶଷ
(ఎ) = −0,084.  

Погрешность по прогибам - 7,7	%,	 по моменту в 
заделке – 0.84	%. 

  
Рис. 4. Расчетная схема к задаче 3 

 

 
                Рис. 5. Расчетная схема к задаче 4 

 
3. Рассмотрим плиту, представленную на 

рис. 4 под действием гидростатической нагруз-
ки. Уравнения (5) и (6) записываются аналогич-
но предыдущему примеру, при этом ݌ଶଶ = 0,5. 
Уравнение (8) записываем с учетом (9) полагая 
ଶଷ݌
ఎ = 1.  В результате получим: ݓଶଶ

కక = ଶଶݓ
ఎఎ =

ଶଷݓ	;0,0092−
ఎఎ = 0,0516.	 С учётом (4) при 

ߤ  = 0,3 – ݉ଶଷ
(ఎ) = −0,0516;		݉ଶଶ

(ఎ) = ݉ଶଶ
(క) =

0,0119.	Прогиб ݓଶଶ = 0,0011. Решение [1]: 
ଶଶݓ = 0,0013; ݉ଶଶ

(ఎ) = 0,019; ݉ଶଶ
(క) = 0,016; 

݉ଶଷ
(ఎ) = −0,048.  Погрешность по прогибам – 

14,3	%,	 по моменту в заделке  - 7,4	%. 
4. Пластинка, жестко закрепленная двумя 

противоположными сторонами и свободно 
опертая двумя другими под действием равно-
мерно распределенной нагрузки по всей поверх-
ности (рис. 5). Для решения записываем уравне-
ния (5) и (6) для точки 22, уравнение (8), с уче-
том (9) для точки 23. При шаге ℎ = 1/2, полу-
чим следующие результаты: ݓଶଶ

కక = ଶଶݓ
ఎఎ =

ଶଷݓ	;0,01442−
ఎఎ = 0,0673.	 С учётом (4) при ߤ =

0,3 -  ݉ଶଷ
(ఎ) = −0,0673;		݉ଶଶ

(ఎ) = ݉ଶଶ
(క) =

0,0187.	Прогиб ݓଶଶ = 0,0018. Решение [1]: 
ଶଶݓ = 0,00195; ݉ଶଶ

(ఎ) = 0,0332; ݉ଶଶ
(క) = 0,0244; 

݉ଶଷ
(ఎ) = −0,0698.  Погрешность по прогибу - 

8,3	%,	 по моменту в заделке  - 3,7	%. 
 

 
 
 

Таблица 1 
Результаты расчетов задач на сетке с шагом 

ࢎ = ૚/૛ и ࢎ = ૚/૝ 

 ℎ ݓଶଶ  в 
центре 

݉ଶଶ
(క) в 

центре 
݉ଶଶ
(ఎ) в 

центре 
݉ଶଷ
(ఎ)в 

заделке 
задача 

№1 
1/2 0,0312 0,422 0,422 - 
1/4 0,0356 0,281 0,369 - 

решение [1] 0,0368 0,256 0,394 - 
задача 

№2 
1/2 0,0026 0,027 0,027 -0,083 
1/4 0,0027 0,035 0,031 -0,0838 

решение [1] 0,0028 0,039 0,034 -0,084 
задача 

№3 
1/2 0,0011 0,012 0,012 -0,051 
1/4 0,0013 0,015 0,017 -0,043 

решение [1] 0,0013 0,016 0,019 -0,048 
задача 

№4 
1/2 0,0018 0,019 0,019 -0,067 
1/4 0,00187 0,022 0,028 -0,069 

решение [1] 0,0019 0,024 0,033 -0,069 
Решен ряд тестовых задач. Из анализа при-

веденных результатов следует, что решения с 
помощью изложенного алгоритма достоверны, 
погрешность при минимальном числе разбиений 
плиты на элементы не значительная. Нагрузка 
может быть любого типа, в том числе сосредо-
точенная с использованием подхода, показанно-
го в [5], [8], [9], [11]. Исходя из этого, данный 
метод может быть использован для проведения 
расчетов подобных задач и для задач с другими 
вариантами нагрузок и граничных условий. Ра-
бота может представлять интерес с методиче-
ской точки зрения, а также в связи с возможно-
стью определения непосредственно моментов. В 
заключении отметим, что существует обширная 
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литература, посвященная расчету изгибаемых 
плит. Расчет методом конечных разностей в 
традиционной форме представлен в работах [3], 
[4], [12]. Вариационные методы использованы в 
[1], [7], [10]. А также решение методом конеч-
ных элементов реализовано в вычислительных 
комплексах [6], [13].  
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N.B. Uvarova, E.E. Paramonov 
BENT PLATES CALCULATION WITH GENERALIZED EQUATIONS USAGE OF THE FINITE 
DIFFERENCE METHOD ACCORDING TO THE SECOND DERIVATIVES OF THE REQUIRED 

FUNCTION 
The calculation is based on the approximation of the initial differential equation of the bent of a thin 

isotropic plate   due to generalized equations of the finite difference method (FDM) as to the second deriva-
tives of the deflection function. These equations allow to solve a problem taking into account the discontinui-
ties of a required function, its first-order derivative and the right-hand side of a primitive differential equa-
tion within integration domain. Solving the system of equations  we can obtain the values of the second de-
rivatives of the required function at each calculated point of mesh. Using known values, we can move to bent 
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moments, which simplifies the solution. The article describes the algorithm for solving problems using the 
proposed methodology. Examples of calculations with various boundary conditions and load with the mini-
mum number of partitions. The results are compared with the decision of S.P. Timoshenko in the sequences. 
Such approach can be used as methodological recommendations, also for carrying out verification calcula-
tions in the design of structures. 

Keywords: bent plate, refined, isotropic, the required function, discontinuities of the function, computa-
tional solution, generalized equations of finite difference method. 
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