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ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ ТОНКИХ 
ИЗГИБАЕМЫХ ПЛАСТИН ПРИ ЗАДАННОЙ НЕРАВНОМЕРНОЙ ОСАДКЕ ТОЧЕК 

КОНТУРА 

Аннотация. В статье предложена численная методика определения напряженно-деформиро-
ванного состояния  тонких изотропных пластин в результате кинематического воздействия. В каче-
стве кинематического воздействия рассмотрено заданное смещение точек одного из опорных краев 
пластины. Такая постановка задачи может быть востребована, когда осадки опорного контура кон-
струкции уже состоялись и величины их нам известны, но необходимо определить влияние неравно-
мерности осадок на напряженно-деформированное состояние пластины. Решение дифференциаль-
ных уравнений получено с использованием обобщенных уравнений метода конечных разностей, позво-
ляющих учитывать разрывы искомой функции, ее первой производной и правой части дифференци-
ального уравнения. Алгоритм построен без использования законтурных точек. На примере расчета 
квадратной шарнирно опертой пластины проиллюстрирована простота методики и быстрая сходи-
мость решения. 

Ключевые слова: тонкие изотропные пластины, обобщенные уравнения метода конечных разно-
стей, осадка опорного контура. 

Введение. Неравномерная осадка зданий и 
сооружений в процессе эксплуатации может вы-
звать дополнительные напряжения в конструк-
циях. В работе [1] исследуется влияние неравно-
мерных смещений фундаментов на работу ре-
шетчатых башен дымовых труб. В [2] рассмот-
рено изменение напряженно-деформированного 
состояния (НДС) конструкций построенного зда-
ния в ходе его эксплуатации, с учетом зафикси-
рованной на объекте разности осадок фундамен-
тов. Анализируя опыт строительства на Юге Рос-
сии д.геол.-мин.н. проф. Б.Ф Галай указывает: 
«что практически все аварии зданий и сооруже-
ний в регионе связаны с потерей несущей способ-
ности оснований…» [3]. В силу чего, совершен-
ствование методик определения НДС элементов 
зданий и сооружений при кинематическом воз-
действии представляется актуальной задачей. 
Ниже приведена численная методика расчета 
изотропных пластин на заданные перемещения, в 
частности, точек контура. При этом кинематиче-
ское воздействие может рассматриваться как са-
мостоятельная задача или совместно с действием 
внешних нагрузок.  

Отметим также, что расчеты в [1] и [2] вы-
полнялись в коммерческих программных ком-
плексах на базе метода конечных элементов. 
Нами для решения задачи привлекаются обоб-
щенные уравнения метода конечных разностей 
[4]. Многие авторы, обращая внимание на про-
блему достоверности и надежности численного 
решения, указывают на необходимость получе-
ния результатов различными методами [5, 6]. 

Методология. Дифференциальные уравне-
ния поперечного изгиба тонкой изотропной пла-
стины  запишем в безразмерном виде 4: 
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в какой-либо точке; μ – коэффициент Пуассона; 
D – цилиндрическая жесткость; a – длина одной 
из сторон плиты; W – прогиб. Выполнив подста-
новку (2) в (1) и переход к размерным величинам, 
получим известное дифференциальное уравне-
ние изогнутой поверхности пластины (103) 7. 

Безразмерные изгибающие моменты опреде-
ляются по известным формулам: 
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Безразмерные крутящие моменты  
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Решение системы дифференциальных урав-
нений (1), (2) получим, как мы указывали выше, 

с привлечением обобщенных уравнений метода 
конечных разностей, хорошо себя зарекомендо-
вавших при расчете оболочек, пластин тонких и 
средней толщины на статические и динамиче-
ские нагрузки, а также на упругом основании [4, 
8–12]. 

Разностные уравнения, аппроксимирующие 
(1) и (2) запишем по [4] на квадратной сетке для 
случая непрерывных m и w. Будем учитывать 
только разрывы распределенной нагрузки и пер-
вых частных производных m, моделирующих по-
лосовые нагрузки   
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h – шаг расчетной сетки; верхние левые индексы 
обозначают номер элемента примыкающего к 
точке i,j (рис. 1). 

  
Рис. 1. Элемент, примыкающий к расчетной точке 

Основная часть. Уравнения (5), (6) запи-
сываются для каждой регулярной точки сов-
местно с уравнениями аппроксимирующими кра-
евые условия. При этом законтурные точки не ис-
пользуются. Решая, полученную таким образом, 
систему алгебраических уравнений определяем 
значения m~  и w~  в каждой расчетной точке. По 
известным значениям прогибов вычисляются 
вторые частные производные  
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После чего по (3) – значения моментов по 
направлениям ξ и η. 

Учет краевых условий рассмотрен в [4]. 
Здесь подробнее остановимся на получении раз-
ностного аналога для левого шарнирного края 
(η=0) при заданной осадке его точек 0,iw . Из 

условия 0)( m 4 и второго уравнения (3) сле-
дует 

 ww                           (9) 
Подставляя (9) в (2) и учитывая первое выраже-
ние (8) получим 

    jiijjiji wwww
h
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~~2~11~

 


     (10) 

В качестве иллюстрации методики рассмот-
рим пример расчета квадратной шарнирно опер-
той пластины при заданной осадке ее левого 

края, без выяснения причин ее вызвавших, по за-
кону  sin0ww   (рис.2). 

 
 Рис. 2. Заданная осадка левого края пластины 
Покажем ход решения на минимальной рас-

четной сетке с шагом 
2
1h . Коэффициент Пуас-

сона 3.0 . Примем значение перемещения в 
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точке 10 равным единице, тогда закон изменения 
осадок по левому краю примет вид  sinw . 

В этом случае 87.9
2

sin2
10 









w . Если 

осадка левого края задана не аналитически, а зна-
чениями перемещений точек края, то вторая 
частная производная от функции прогибов вы-
числяется по (8). Запишем уравнения для точки 
10: по (7) 16

5.0
1~

410 w ; по (10) 

    636.2787.9
5.0

3.01~
20,1 


m . Для точки 11 

запишем уравнения (5) и (6), учитывая найден-

ные значения 10
~w  и 0,1

~m : 0~4636.27 1,1  m ; 

1,11,1
~~416 mw  . Откуда 909.6~

1,1 m  и 

727.5~
11 w . По (7) 358.0

2
1727.5 411 w . 

Используя (8), найдем 

  879.20727.520
2
1

21,1 w ; 

  137.10727.5216
2
1

21,1 w . Значения 

безразмерных моментов по направлениям ξ и η 
вычислим по (3) 

  538.2137.13.0879.21,1 m , 

  273.0879.23.0137.11,1 m . В точке 10 

     982.887.909.011 0,1
2

0,1    wm . 
На рис.3 показана рассчитываемая плита с 

нанесенной сеткой 16x16 и нумерацией харак-
терных сечений. 

 

 
Рис. 3. Плита с сеткой 16×16 

 

Решения, полученные на вложенных одна в 
другую сетках, приведены на рис. 4 а, б, в. 

а б 

в 

 
Рис. 4. Эпюры прогибов (а), изгибающих моментов в направлении ξ (б) и в направлении η (в) 

 

Выводы. Эффективность применения обоб-
щенных уравнений МКР при расчете балок, тон-
ких пластин, пластин средней толщины, изотроп-

ных и анизотропных, оболочек на действие ста-
тических и динамических нагрузок продемон-
стрирована в работах [4, 8–12]. Простота алго-
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ритма, быстрая сходимость решения, возмож-
ность получения результатов при использовании 
простейших вычислительных средств позволяют 
рекомендовать методику к использованию в ин-
женерной практике. 
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DETERMINATION OF THE STRESSED-DEFORMED STATE OF THIN BINDING 
PLATES UNDER THE SPECIFIED UNEVEN LOADING OF EDGE POINTS 

Abstract. The paper proposes a numerical technique for determining the stress-deformed state of thin 
isotropic plates subjected to kinematic excitation. As a kinematic effect, a predetermined displacement of the 
points of one of plate’s supporting edges is considered. Such a statement of the problem can be claimed when 
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the sediments of the supporting contour of the structure have already taken place and their values are known. 
It is necessary to determine the effect of sediments’ unevenness on the stressed-deformed state of the plate. 
The solution of differential equations is obtained using generalized equations of the finite differences method, 
allowing to take into account the discontinuities of the required function, its first derivative and the right-hand 
side of the differential equation. The algorithm is constructed without the use of boundary points. On the 
example of calculating the square hinged plate, the simplicity of the technique and the rapid convergence of 
the solution are illustrated. 

Keywords: thin isotropic plates, generalized equations of finite differences method, sediment of the sup-
port contour. 
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