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ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ СТАБИЛИЗАЦИИ ПРИВЯЗНОЙ ПЛАТФОРМЫ 
В ВЕРТИКАЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ 

Аннотация. В современных реалиях использование привязных беспилотных летательных плат-

форм, позволяющих вести мониторинг окружающей среды, обеспечивать связь и выполнять ряд дру-

гих задач в течение длительного времени, делают привязные мультикоптеры хорошим инструментом 

для выполнения видеонаблюдения. Электропитание таких платформ, а также передача информации 

от установленной на борту аппаратуры осуществляется через кабель-трос. Такая платформа осна-

щается различными коммуникационными нагрузками, такими как беспроводная сетевая связь, мо-

бильная связь и так далее, обеспечивая связь различных операторов в радиусе десятков километров. 

Наличие кабель-троса накладывает ограничения на рабочее пространство и динамику движения 

платформы, в связи с необходимостью контроля натяжения и удержания летательного аппарата с 

полезной нагрузкой. 

Целью исследования является разработка модели управляемой тросовой стабилизации привязных 

платформ с учетом внешних случайных возмущений и ограниченного радиуса отклонения в горизон-

тальной (вертикальной) плоскости. Стабилизация привязной платформы на определенной высоте яв-

ляется важнейшей задачей, связанной с компенсацией возмущающих статических и динамических эф-

фектов от ветрового потока. Предложенная в работе модель стабилизации положения привязной 

платформы может найти применение в создании инструментария для проектирования привязных 

летательных платформ. Для решения поставленной задачи использовались методы классической ме-

ханики, теории устойчивости движения, оптимального управления. 

Приведены результаты математического моделирования автоматизированной стоянки (висе-

ния) платформы посредством кабель-троса при фиксированной тяговой силе винтов. Решалась за-

дача обеспечения точности позиционирования коптера в заданной области. Вычислительные экспе-

рименты показали, что внешние возмущения оказывают сильное влияние на поведение летающей 

платформы, особенно во время стабилизации. 
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Калмана 

Введение. С каждым годом в повседневной 

жизни появляется все большее количество авто-

номных транспортных средств, которым необхо-

димо обеспечить надежное и бесперебойное под-

ключение с низкой задержкой приема-передачи 

сигнала. Существует ряд задач по сбору инфор-

мации и стационарному наблюдению за объек-

тами в жилых или труднодоступных районах, где 

приём сигналов затруднен, подавляется или от-

сутствует вовсе. 

Использование системы привязных высот-

ных летательных платформ NTFPs (англ. 

Networked Tethered Flying Platforms – сетевые 

привязные летающие платформы) может быть 

решением для преодоления цифрового разрыва 

между телекоммуникационными структурами, 

т.е. является промежуточным звеном между 

спутниками и наземной связью. Их можно ис-

пользовать как воздушные базовые станции 

быстрого развертывания [1, 2]. 

В качестве NTFPs можно использовать аэро-

статы – аппараты легче воздуха, к которым отно-

сятся воздушные шары, стратостаты, дирижабли, 

а также мультироторные беспилотные летатель-

ные аппараты (рис. 1). Для удержания их на опре-

деленной высоте, для подъёма и спуска исполь-

зуется специальный трос, нижний конец кото-

рого крепится на лебедке [3–5]. Таким образом, 

происходит регулировка высоты подъёма и/или 

перемещение в горизонтальной плоскости. В ка-

честве троса можно использовать волоконно-оп-

тический кабель, канал которого не подвержен 

наличию помех и позволит обезопасить передачу 

информации. Существует множество работ, по-

священных описанию систем передачи электро-

питания и данных для привязных высотных бес-

пилотных платформ от земли к борту платформы 

с использованием постоянного или переменного 

тока. Например, для квадрокоптера с 15-дюймо-

выми пропеллерами, весом около 3,0 кг, требу-

ется 400 Вт для зависания над требуемым участ-

ком местности [1, 2, 6]. 
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Так как привязные высотные летательные 

платформы имеют разные размеры и могут нахо-

диться на высотах от нескольких метров до де-

сятков километров, то и нести могут разный 

объём полезной нагрузки в виде фото-, видеоап-

паратуры, антенных решеток с широким спек-

тром обзора от метрового диапазона радиоволн 

до миллиметрового. 

Исследования радиуса покрытия беспровод-

ной сети вокруг привязной платформы в зависи-

мости от высоты подъёма передающего устрой-

ства, вышки приёмника, передаваемой мощности 

и др. факторов рассмотрены в работах [7–9]. 

 

Рис. 1. Виды коммуникаций, используемых NTFPs 

Однако, наличие «привязи» в виде кабель-

троса накладывает ограничения на рабочее про-

странство и динамику платформы, в связи с необ-

ходимостью контроля натяжения и удержания 

летательного аппарата с полезной нагрузкой (до 

10-30 кг) на высоте 20-100 м и помощью кабель-

троса, мощностью 10-15 кВт [10]. 

Целью работы является разработка модели 

управляемой тросовой стабилизации привязных 

платформ на определенной высоте с учетом 

внешних случайных возмущений и ограничен-

ного радиуса отклонения в горизонтальной (вер-

тикальной) плоскости. 

Методы, оборудование, материалы. Рас-

смотрим комплекс, состоящий из привязной ста-

ционарной платформы, которая состоит из бес-

пилотного летательного аппарата, например гек-

сакоптера (далее коптер)  1, кабель-троса  2, 

наматываемого на барабан-лебёдку  3 и электро-

генератора  4 (рис. 2). 

Одним их основных элементов привязной 

системы является барабан-лебёдка 3, которая по-

даёт кабель-трос с заданным натяжением T: 

Т = Т0 + Т, 

где Т0 – предварительное натяжение, Т – прира-

щение поджатия, 0Т . 

Функцией кабель-троса является удержание 

коптера в воздухе и его стабилизация, передача 

электропитания к электродвигателям, а также 

данных по оптоволокнам [11]. 

Движение летательного аппарата рассматри-

вается в инерциальной системе отсчета ОXYZ, 

связанной с землей. Центр масс корпуса коптера 

С совпадает с началом подвижной системы коор-

динат СX1Y1Z1. Положение летательного аппа-

рата задаётся самолетными углами крена , тан-

гажа  и рысканья  [12‒13]. 

На коптер действуют приведенные к центру 

его масс С силы: тяги несущих винтов 
iF , тяже-

сти корпуса и кабель-троса G , сопротивления 

движению воздуха относительно корпуса (возму-

щающее воздействие) 
CR  и натяжения кабель-

троса T . Кабель-трос находится в натяжении, со-

здаваемом механизмом лебёдки 3. Проекции 

силы T  на оси инерциальной системы отсчета 

определим как 

;sin XYХ ТТ     ;cos XYY ТТ  

 sinТТ Z
, 

где αcos TТ XY
  проекция силы T  на плос-

кость OXY (рис. 2). 

Учтем, что масса кабель-троса является пе-

ременной величиной, зависящей от его длины l: 

 













sinsin

11

Z
k

Z
mlm m

, 

поэтому определим общую силу тяжести ко-

птера и кабель-троса: 

   g
Z

kmglmmgmG m 


















sin

010
, 

где:m – общая масса коптера и кабель-троса, m0 – 

масса коптера, m1(•) – функция массы кабель-

троса от его длины l, g – ускорение свободного 

падения, Z – высота полета коптера (вертикаль-

ная координата центра масс C коптера), km – ко-

эффициент, определяющий массу 1 метра ка-

бель-троса (зависит от плотности элементов ка-

бель-троса и его сечения), α – угол между плоско-

стью OXY и кабель-тросом (рис. 2). 

Проекцией центра масс С коптера на плос-

кость OXY является точка СXY, положение кото-

рой определим геометрически с помощью ра-

диус-векторов, образующих треугольник 

ОАСXY: 

  T0XYXYXY CCC
YXr  ,   T0AAA YXr  , 

тогда углы  и : 
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Z
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XY

XY
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YY
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


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Рис. 2. Расчетная схема комплекса привязной 

 стационарной платформы 

Кабель-трос должен обеспечивать позицио-

нирование летательного аппарата в заданной 

окрестности  точки С пространства радиуса r, 

учитывая неопределенности ветрового воздей-

ствия. В этих условиях обеспечить точность по-

зиционирования достаточно сложно, так как эта 

область должна находиться в заданных пределах: 

 *

СС rr , 
*

C

C

r

r
, 

где 
Cr и *

Cr   планируемый и реальный радиус-

векторы центра С масс коптера соответственно. 

Движение коптера можно описать шестью 

независимыми дифференциальными уравнени-

ями второго порядка. Методика построения урав-

нений подробно изложена в [14]. В общем виде 

их можно представить в векторно-матричной 

форме следующим образом: 

ΜФD  ),( qqq &&& ,                      (1) 

где 
















I

m

0

033E
D  – оператор инерционности 

системы; E  единичная матрица; 33I  – тен-

зор инерции коптера;   T Crq  оператор, за-

дающий пространственное положение аппарата; 

 T   вектор угловых координат, зада-

ющий положение коптера относительно его цен-

тра С масс;   T Cυq& – оператор скорости; 

  3T  ZYXC
&&&  – абсолютная скорость цен-

тра С масс коптера в неподвижной системе от-

счета;   3T

111
 ZYX

 – угловая ско-

рость вращения аппарата в подвижной системе 

отсчета;  TΜFMΜ  – вектор управляющих 

воздействий;        qFqТqRqGqq, MC  &&)(Ф  

 вектор внешних сил;  qТ   сила натяжения ка-

бель-троса;   Т

Z10

)1(

10 111
FFFТFТF YХMM   – 

вектор тяговых сил в проекциях на оси непо-

движной системы отсчета;  T

111 ZYX MMM  

– вектор главного момента внешних сил относи-

тельно подвижной системы отсчета, Т10  мат-

рица поворота систем координат СX1Y1Z1 относи-

тельно ОXYZ [13]. 

На основании теорем об изменении импульса 

и кинетического момента системы относительно 

центра С масс коптера, преобразуем уравнение 

(1) к виду: 




































M

Ф

ωω

υE C

LI

m 0

0

0

&

&
.              (2) 

Здесь  IL – кинетический момент. 

Вектор силы сопротивления движению кор-

пуса в воздушной среде: 

  T)0()0()0()0(

ZCYCXC RRRR  , 

  kRC
Т(0) ,                    (3) 

где , k  матрицы эмпирических коэффициентов 

сопротивления, зависящие от геометрических па-

раметров корпуса коптера, угла атаки несущих 

винтов;    относительная скорость центра C 

масс коптера, которая является разностью векто-

ров скоростей центра масс С  в системе коорди-

нат OZ и вектора скорости воздушного потока 

B : 

ВС  .                           (4) 

Вязкость среды (вязкостное сопротивление) 

 определяется некоторыми константами X и Z, 

т.е.: 

XR XCX
& , ZR ZZ

& , 

где X& , Z&  – проекции скорости центра C масс ко-

птера на оси X и Z соответственно. 

Моделирование управляемого полета. Рас-

смотрим в координатах ZOX плоскую задачу 

удержания центра C масс коптера с помощью ка-

бель-троса длиной l (рис. 3) в окрестности неко-

торой области радиусом r. 

Для контроля силы натяжения кабель-троса 

может использоваться управление с обратной 

связью, основанное на измерении перемещения 
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подвижного шкива лебедки, к которому присо-

единена пружина. Однако, когда к измеритель-

ному устройству прикладывается ускорение, оно 

измеряет общее натяжение кабель-троса и уско-

рение [7, 1517]. 
 

 
Рис. 3. Плоская расчетная схема привязной 

 стационарной платформы 

Для удержания летательного аппарата в за-

данной области пространства возможны различ-

ные стратегии управления, например: 

 управление натяжением кабель-троса 

 K)(ТТ  при constF  , причем 

  Т

Z

)1(

11
0 FFF X ,   Т0 zx  , x , z   

ошибки по соответствующим координатам, усло-

вие стабилизации  
max0 (вектор 

  Т0 maxmaxmax zx   задает величину радиуса 

r (рис. 3), который определяет допустимое (ста-

билизированное) местоположение центра С масс 

коптера,    абсолютное значение элементов 

вектора  ), K – матрица коэффициентов пропор-

ционального регулятора; 

 управление натяжением кабель-троса и 

силами тяги:  K)(ТТ  при  zxFF  , . 

Таким образом, для рассматриваемой задачи 

можно записать: 
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00
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Изменение длины троса l можно предста-

вить как: 
22 zxl  , 

11 rl  , 

где 
1  – изменение угловой координаты 

1  

(рис. 3). 

Рассмотрим в рамках данной работы страте-

гию управления натяжением кабель-троса, в этом 

случае сила T  натяжения кабель-троса является 

управляемой величиной. 

Определим величины x  и z : 

XXx треб  .
, ZZz треб  .

, 

где Xтреб., Zтреб. – значения требуемых координат 

центра С масс коптера по осям X и Z соответ-

ственно, X, Z – координаты центра С масс ко-

птера. 

При 
maxxx   и/или 

maxzz   не из-

меняется значение величины проекции TX и/или 

проекции TZ силы T  соответственно; при 

maxxx   и/или 
maxzz   для нахождения 

проекций силы T  выполняется выражение (5). 

Если в ходе моделирования величины TX и/или TZ 

принимают отрицательные значения, то TX и/или 

TZ присваивается нуль. 

Величина угла   вычисляется на каждом 

шаге моделирования исходя из текущих значе-

ний координат X и Z центра С масс коптера ис-

пользуя функцию четырех-квадрантного обрат-

ного тангенса: 

))sign(-)(1sign(
2

arctg) ,arctg2( XZ
X

Z
XZ 









  

Для реализации управления натяжением ка-

бель-троса и получения значений проекций TX и 

TZ силы T  применим оцениватель состояния 

(англ. state estimator) [18, 19] – систему «расши-

ренный фильтр Калмана – адаптивный цифровой 

фильтр» (далее система РФК–АЦФ), описанную 

в [20]. В рассматриваемой задаче система РФК–

АЦФ выполняет оценку процесса натяжения ка-

бель-троса. За вектор x состояния процесса при-

мем вектор   Т0 ZX TTT , вектором y выхода 

(наблюдений) процесса является вектор 

  Т0 zx ε . Запишем уравнения модели 

процесса для дискретного времени k: 

)()()1( kkk wxJx
xF  ,                (6) 

)()()( kkk vxJy
xH  , 

где 
xFJ  – матрица коэффициентов (динамики) 

процесса; 
xHJ  – матрица коэффициентов выхода; 

w(k) – вектор шума процесса, размерность век-

тора 3; v(k) – вектор шума измерения (наблюде-

ний), размерность вектора 3. 

Для данной задачи запишем матрицы 
xFJ  и 

xHJ : 





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


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


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100

000
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, 























 

Z

X

K

K

/

/

KJ
xH

100

000

001

, 

где K+ – обобщённая обратная матрица матрице 

K. 
Входные данные для системы РФК–АЦФ со-

держатся в векторе выхода процесса: 

  Т0 zx  εy , выходом системы РФК–
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АЦФ является вектор оценки состояния 

  Т0 ZX TT ˆˆT̂x̂  , формируемый расширен-

ным фильтром Калмана совместно с адаптивным 

цифровым фильтром с алгоритмом адаптации 

NLMS [20]. Для расширенного фильтра Калмана, 

входящего в систему РФК–АЦФ зададим ковари-

ационные матрицы Q и R — шума процесса w и 

шума измерения v соответственно: 





















1000

0100

0010

,

,

,

Q , 



























5

5

5

1000

0100

0010

R . 

Для АЦФ число ячеек основного раздела бу-

ферной памяти [20] принимается N = 10, ячейки 

дополнительного раздела буферной памяти не 

используются. Значение шага сходимости μ [20] 

алгоритма адаптации NLMS установим μ = 10-4. 

Для вычисления весовых коэффициентов АЦФ с 

алгоритмом адаптации NLMS примем значение 

числа ε = 10-13 [20]. 

Перепишем уравнение (1) в скалярной форме 

– в виде дифференциальных уравнений проекций 

на плоскую систему координат – на оси X и Z 

(рис. 3). В полученные уравнения включаем силу 

Q возмущения воздуха: 











ZZZZ

XXCXX

QFRTGZm

QFRTXm

&&

&&
, (7) 

где m – общая масса коптера и кабель-троса, ZX &&&& ,

– проекции ускорения центра С масс коптера на 

оси X и Z соответственно, G – сила тяжести ко-

птера и кабель-троса, TX, TZ – проекции силы T 

натяжения кабель-троса, RCX, RZ – проекции силы 

RC сопротивления, приложенной к корпусу ко-

птера в воздухе, FX, FZ – проекции силы тяги FM 

винтов коптера, QX, QZ – проекции силы возму-

щения воздуха Q. 

Будем рассматривать силу Q как кратковре-

менное усилие, а ее проекции QX и QZ можно ха-

рактеризовать некоторыми постоянными ускоре-

ниями WX и WZ соответственно. 

При математическом моделировании полета 

коптера были приняты следующие значения опи-

сываемых параметров: шаг математического мо-

делирования по времени Δt = 10–3 с, m0 = 6 кг, 

μX = 10, μZ = 160, km = 0,06 кг, FM = 120 Н, 

Δxmax = 0,1 м, Δzmax = 0,1 м, 18/  рад (рис. 3), 

KX = 100, KZ = 100, WX = 10 м/с2, WZ = 10 м/с2. 

Начальные условия моделирования (при t = 0 

с): X(0) = Xтреб. = 10 м, )0(X&  = 0 м/с, 

)0(X&&  = 0 м/с2, Z(0) = Zтреб. = 100 м, )0(Z&  = 0 м/с, 

)0(Z&&  = 0 м/с2, TX(0) = 0 Н, TZ(0) = 0 Н. 

Вычислительные эксперименты проводились 

с использованием программного обеспечения 

MathWorks MATLAB. 

Результаты математического моделиро-
вания. На рисунках 4–6 представлены резуль-

таты математического моделирования положе-

ния коптера при воздействии ускорений WX и WZ. 

При математическом моделировании предпола-

галось, что ускорения WX и WZ воздействуют в те-

чение следующих промежутков времени: 1 с 

(рис. 4), 5 с (рис. 5), 10 с (рис. 6). 

 
а)         б) 

 

 
в)         г) 

Рис. 4. (а) Временные диаграммы значений ускорений 
ZX WW , , сообщенных коптеру в течение 1 с;  

(б) временные диаграммы значений: XXX &&& ,, ; (в) временные диаграммы значений: ZZZ &&& ,, ;  

(г) временные диаграммы значений:   (град.) и проекций TX, TZ силы T 
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а)          б) 

 

 
в)          г) 

Рис. 5. (а) Временные диаграммы значений ускорений 
ZX WW , , сообщенных коптеру в течение 5 с;  

(б) временные диаграммы значений: XXX &&& ,, ; (в) временные диаграммы значений: ZZZ &&& ,, ;  

(г) временные диаграммы значений:   (град.) и проекций TX, TZ силы T 

 

 
а)          б) 

 
в)         г) 

Рис. 6. (а) временные диаграммы значений ускорений 
ZX WW , , сообщенных коптеру в течение 10 с;  

(б) временные диаграммы значений: XXX &&& ,, ; (в) Временные диаграммы значений: ZZZ &&& ,, ;  

(г) временные диаграммы значений:   (град.) и проекций TX, TZ силы T 

Результаты моделирования показали, что 

кратковременное приложение даже незначитель-

ной возмущающей силы – ветрового потока к 

привязной летающей платформе может вызвать 

изменение положения платформы. Рисунки 4‒6 

демонстрируют результаты как одновременного 

приложения сил ветрового потока вдоль осей X и 

Z, так и приложения их только вдоль одной из 

этих осей. Как только величины Δx и Δz превы-

шают величины Δxmax и Δzmax, вступает в действие 

управление стабилизацией положения плат-

формы: изменяется натяжение троса, в резуль-

тате чего изменяется величина угла α и значения 

координат X, Z центра C масс коптера. Особенно 

наглядно это видно на рисунках 4б, 5б, 6б, где 

представлены временные диаграммы величин 

XXX &&& ,, . Управление значением силы натяжения 

кабель-троса при постоянной силе тяги винтов 

коптера позволяет достигнуть стабилизации по-

ложения платформы при кратковременном воз-

действии на неё ветрового потока. Однако, стра-

тегия управления натяжением кабель-троса и си-
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лами тяги винтов коптера даст возможность ста-

билизировать положение платформы в условиях 

ветрового потока с резко изменяющимся направ-

лением действия. 

Выводы. Одной из ключевых задач является 

стабилизация привязной платформы на опреде-

ленной высоте, требующая компенсации стати-

ческих и динамических эффектов, вызванных по-

током ветра. 

Предложенная математическая модель при-

вязной летающей платформы может быть ис-

пользована для решения задачи стабилизации 

привязной платформы с учетом нерастяжимого 

троса, фиксированной силы тяги винтов плат-

формы и кратковременных возмущений воздуха. 

Вычислительные эксперименты показали, 

что внешние возмущения оказывают сильное 

влияние на поведение летающей платформы, 

особенно во время стабилизации. 

Для реализации управления натяжением ка-

бель-троса может быть применен оцениватель 

состояния на основе системы «расширенный 

фильтр Калмана – адаптивный цифровой 

фильтр», что делает возможным компенсацию 

ошибок работы системы управления, вызванную 

заданием неоптимальных ковариационных мат-

риц Q и R расширенного фильтра Калмана с 

точки зрения конкретных условий работы си-

стемы управления. 
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STUDY OF A TETHERED PLATFORM STABILIZATION PROBLEM 
IN THE VERTICAL PLANE 

Abstract. In modern realities, the use of tethered unmanned aerial platforms that allow monitoring the 

environment, providing communications and performing a number of other tasks for a long time make tethered 

multi-copters a good tool for video surveillance. The power supply of such platforms, as well as the transmis-

sion of information from the equipment installed on board, is carried out through a cable. A platform is 

equipped with various communication loads, such as wireless network communication, mobile communica-

tion, and so on, providing communication between various operators within a radius of tens kilometers. The 

presence of a cable imposes restrictions on the working space and the dynamics of the platform, due to the 

need to control the tension and hold the aircraft with a payload. The purpose of the study is to develop a model 

of controlled cable stabilization of tethered platforms, taking into account external random disturbances and 

a limited radius of deviation in the horizontal (vertical) plane. Stabilization of a tethered platform at a certain 

height is a critical problem related to compensation of disturbing static and dynamic effects from wind flow. 

The model of stabilization of the tethered platform position proposed in the paper can be used to create tools 

for designing tethered flying platforms. 

Research methods. To solve the problem the methods of classical mechanics, the motion stability theory, 

and the optimal control theory were used. 

Research results. The results of mathematical modeling of automated parking (hovering) of the platform 

by means of a cable with a fixed propulsion force of the propellers are presented. The problem of ensuring the 

positioning accuracy of the copter in a given area was solved. Computational experiments showed that exter-

nal disturbances have a strong effect on the behavior of the flying platform, especially during stabilization. 

Keywords: tethered platform, copter, stabilization, mathematical model, Kalman filter 
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