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ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЕ НАЧАЛО В ТЕОРИИ СИНТЕЗА КОНСТРУКЦИЙ 

Аннотация. В основе теории синтеза конструкций лежит принцип стационарного действия. 

Фундаментальное начало проекта конструкции составляет вариационный принцип синтеза с энерге-

тическим содержанием. Изменение величин энергии внешних сил и потенциальной энергии деформа-

ции зависит не только от изменений перемещений и внутренних сил, что отражают принципы Ла-

гранжа и Кастильяно, но и от вариантов конфигурации тела и модулей материалов. Влияние этих 

факторов на потенциальную энергию деформации обсуждается на примере растянутого стержня и 

стержневой системы. Дано обобщение теоремы Васютинского на случай системы с растянутыми и 

сжатыми стержнями, что позволяет сделать переход от минимизации функционала потенциальной 

энергии деформации к минимизации объема материала. За рамками этой теоремы минимизация объ-

ема возможна лишь при наличии энергетического начала в дополнительном условии, что показывает 

двойственная постановка задачи на условный экстремум с интегральными связями. Это положение 

иллюстрируется на примере формирования двутаврового сечения консоли, нагруженной на конце мо-

ментом. При задании условия в виде относительного прогиба конца консоли двойственная постановка 

задачи имеет место. Она неприемлема в случае задания допустимого напряжения, исключающего 

энергетическое содержание дополнительного условия.  

Ключевые слова: стержневая система, синтез конструкций, вариационные принципы, минимум 

объема материала. 

«К 100-летию идеи синтеза  

несущих конструкций» 

Введение. Одной из главных проблем, стоя-

щих перед строительной механикой, является 

осуществление проектирования конструкций на 

строго научной основе, что выражается в актив-

ном влиянии инженера на проект сооружения, 

подчинении создаваемой конструкции опреде-

ленным требованиям. Эта проблема согласуется 

с основной задачей строительной механики, за-

ключающейся в установлении зависимостей 

между параметрами композиции, силовыми и ки-

нематическими характеристиками конструкции 

и фактором, явившимся причиной ее деформиро-

вания.  

«Синтез конструкций» – термин, внесенный 

в механику деформируемого твердого тела чле-

ном-корреспондентом АН СССР И.М. Рабинови-

чем в 1924 году в работе «К теории вантовых 

ферм». При этом был отмечен односторонний ха-

рактер науки в том отношении, что она ведет 

только анализ функционирования конструкций и 

не занимается их созиданием. Потребовалось 

полвека, чтобы эта идея стала воплощаться в 

жизнь.  
Характерной чертой большинства приклад-

ных методов проектирования несущих конструк-

ций является некий отход от общефизических 

принципов. В задачах оптимального проектиро-

вания назначается целевая функция переменных 

параметров проекта. Принимаемый субъектив-

ный критерий оптимальности в виде экстремума 

целевой функции традиционно имеет экономиче-

скую базу (например, минимум массы, стоимо-

сти). При таком подходе, как правило, не дости-

гается глобальный экстремум функции. Экстре-

мальная форма, основанная на базе отражения 

физических процессов, в данном случае получает 

непредвиденную самостоятельность и отклоня-

ется от истинного воплощения [1–5]. 

В то же время стремление к отражению ре-

альности вызывает поиск общих принципов, ко-

торые могут быть основой всех используемых в 

физике, в частности, в механике, закономерно-

стей [6–10]. Универсальный метод достижения 

такого рода закономерностей основан на вариа-

ционном подходе [11–15]. 

Методика. Общефизическим принципом яв-

ляется принцип стационарного действия (по Га-

мильтону). Действие, представляющее собой ин-

теграл по времени, содержит установленную на 

основе экспериментов функцию Лагранжа, име-

ющую энергетический смысл.  

Рассмотрим случай, когда к телу поступает 

лишь механическая энергия (dТ), кинетическая 

энергия не учитывается, а потенциальная энергия 

возникает только за счет деформации (dU). Урав-

нение закона сохранения энергии принимает вид: 

�� − �T = 0.                           (1) 

При вариационном подходе ему соответ-

ствует уравнение: 

δ� − δT = δ	.                     (2) 
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При δ	 = 0, то есть, когда возможные прира-

щения параметров (знак δ) совпадают с действи-

тельными (знак d), соблюдается  закон сохране-

ния энергии. 

Из вариационных принципов, связанных с 

основным пространством состояний (напряже-

ния, деформации, перемещения), наиболее из-

вестными являются принципы Лагранжа и Ка-

стильяно, различающиеся дополнительными 

условиями, в общее число которых входят урав-

нения равновесия, совместности деформаций, 

статические и кинематические граничные усло-

вия, физический закон. 

Функционал принципа Кастильяно называ-

ется дополнительной энергией системы. При ис-

пользуемом в дальнейшем линейно-упругом фи-

зическом законе она равна потенциальной энер-

гии деформации. 

Изменения величин U и Т зависят не только 

от изменений перемещений и внутренних сил, 

как предусматривают принципы Лагранжа и Ка-

стильяно, но и от вариантов конфигурации тела и 

модулей материала.  

Конструкция обозначается конфигурацией и 

материалом. Конфигурацию конкретизируют  то-

пология, геометрия и параметры элементов. То-

пология предусматривает взаимосвязь элементов  

для геометрически неизменяемой структуры. За-

тем определяется геометрия системы. Наконец, 

находятся размеры поперечных сечений стерж-

ней, толщины пластинок, оболочек и т. д.  

Параллельно идет формирование материаль-

ной структуры путем определения модулей, ко-

эффициентов анизотропии и других характери-

стик однородного материала или характеристик 

композитов. Ориентиром могут служить природ-

ные конструкции соответствующего типа. 

Организмы, закрепляясь в естественной 

среде, используют информацию об окружающем 

пространстве в двух направлениях – в отношении 

нагрузок и наличия материальных источников. В 

живой природе материал в то же время и кон-

струкция, так как он изначально конструктивно 

организован. Эту направленность рационально 

использовать и при создании технических си-

стем.  

Возвращаясь к композитам, следует отме-

тить широкий диапазон их формирования. Этому 

посвящены отдельные исследования. Следует об-

ратить внимание на так называемые армирован-

ные конструкции, когда матрица из хрупкого ма-

териала усиливается элементами, в достаточной 

мере противостоящими растяжению. Армирова-

ние может носить дискретный характер, когда 

используются, например, стержни, или дисперс-

ный характер, когда элементы в виде волокон 

рассеиваются по объему матрицы [16].  

Основная часть. Рассмотрим растяжение 

стержня с длинами участков 
� , 
� , 
�  и площа-

дями  поперечных сечений �� , �� , �� силами F 

(рис. 1). 

 
Рис. 1. Растянутый стержень 

Потенциальная энергия деформации выра-

жается формулой: 

� = ∑ ����

����
,�

���              (3) 

где �  – продольная сила �� = �� ; �  – модуль 

продольной упругости;   – количество участков 

с длинами 
�  и площадями поперечных сечений 

��. 

Варьирование площадей �� ведем в замкну-

том пространстве, определяемом объемом: 

! = ∑ ��
� .�
���                        (4) 

При вариационной постановке задачи к 

функционалу Кастильяно присоединяется допол-

нительное условие (4): 

	� =  ∑ ����

����
" μ ∑ ��
�,�

���
�
���   (5) 

где μ – множитель Лагранжа, имеющий постоян-

ную величину в рассматриваемой далее изопери-

метрической задаче.  

Из условий стационарности:  ∂	� ∂А�⁄ = 0 

�' = 1,2,3�  с учетом, что �� ��⁄ = σ�  есть нор-

мальное напряжение, следует: 

 
,�

�

��
= μ �= const�,                    (6) 

или σ� = const, то есть стержень имеет постоян-

ное сечение. 

Это подтверждает теорема Васютинского 

[17]: для линейно-упругого тела равенство напря-

жений идентично минимуму потенциальной 

энергии деформации. В данном случае она про-

порциональна объему тела, минимум которого 

можно считать критерием оптимальности. 

Принцип стационарного действия в орга-

нике прослеживается на клеточном уровне. Об-

разование клетки – совмещение синхронных про-

цессов: дифференциации (измельчения) и инте-

грации (слияния). Природа реализует ограничен-

ное число форм, но она оптимально их сочетает. 

Чем мельче элемент, тем выше его вариационная 

сущность.  

В 1970 г. канадский ученый П. Кенхэм про-

извел анализ совокупности виртуальных форм 

эритроцитов. Было установлено, что минимуму 
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потенциальной энергии деформации (U) соответ-

ствует двояковогнутый диск. Как раз эту форму 

и имеет эритроцит в статическом  состоянии. 

Возвратясь к стержню на рисунке 1 с площа-

дью сечения � и модулями �� , �� , �� , определим 

замкнутое пространство условием: 

�! = ∑ ���
�
�
��� .                       (7) 

Функционал Кастильяно принимает вид: 

	� = ∑ ����

� ���
" μ ∑ ���
�

�
���

�
��� .              (8) 

Из условий стационарности:  2	� 2��⁄ = 0 

�' = 1,2,3� следует: 

����

���
��

" μ�
�=0, �' = 1,2,3�               (9) 

или 

,�

���
� = μ �= const�.                  (10) 

Поскольку σ = � �⁄ = const,  имеем �� =
 const, то есть действительным является вариант 

стержня из однородного материала. Этот резуль-

тат также находится в рамках теоремы Васютин-

ского. 

Изложенную вариационную постановку 

проектной задачи можно использовать для 

стержневой системы, которая представляется   

как виртуальная система с внутренними силами 

�� φ�⁄ , где φ� – коэффициент устойчивости.  

Рассмотрим изопериметрическую задачу с 

варьируемыми площадями поперечных сечений 

стержней ��  при условии (4), где теперь 
�  – 

длина стержня, число которых n. 

В данном случае функционал Кастильяно 

имеет вид: 

	� = ∑ ��
���

��4�
���

" μ ∑ ��
�
�
���

�
��� .             (11)  

Следствия стационарности  функционала 	�:  

уравнение (4) и уравнения  из условий δ	� 2��⁄ =
0,   то есть  

− ��
�

��4�
���

� "  μ = 0 �' = 1, 2, … ,  �.        (12) 

Так как  �� �φ����⁄   представляет собой ква-

зинапряжение σ6� , то уравнение (12) принимает 

вид: 

,6�
�

��
 = μ �= const�,                     (13) 

свидетельствующий о квазиравнонапряженности 

однородной стержневой системы, то есть со 

своим напряжением в каждой группе (растяну-

тых, сжатых) стержней.  

Приняв расчетное сопротивление материала 

R, получаем 

�� =  ��

4�7
.                           (14) 

Переходим к свободной вариационной за-

даче с функционалом 

� =  7
��

 ∑ ����

4�

�
��� ,                         (15) 

который можно использовать при оптимизации 

структуры стержневой растянуто-сжатой си-

стемы. Введем в формулу (15) на основании за-

висимости (14) вместо величины  �� φ�⁄  вели-

чину 8��: 

� = 7�9
��

.                             (16) 

Минимум энергии U сопряжен с  миниму-

мом объема материала V (обобщение теоремы 

Васютинского). 

Обобщенная теорема Васютинского позво-

ляет сделать переход от минимизации функцио-

нала, основанного на потенциальной энергии де-

формации, к минимизации функционала, в ос-

нову которого положен объем материала, при со-

блюдении устойчивости равновесия.  

Однако, положенная в основу теоремы рав-

нонапряженность не всегда достижима [18, 19]. В 

первую очередь это касается элементов, испыты-

вающих изгиб и кручение. 

Помимо этого, абсолютный (глобальный) 

минимум объема достижим лишь при присут-

ствии энергетического признака в дополнитель-

ном условии, что следует из двойственности ва-

риационных задач с интегральными связями 

[20].  

Изопериметрическая задача определения 

конфигурации системы выявляет  такое  распре-

деление материала объемом !:, при котором до-

стигается абсолютный минимум потенциальной 

энергии при вариации векторов функций переме-

щений ;⃗ и конфигурации ψ>>⃗ ?. Функционал пред-

ставляется в виде: 

	@ = 	A;⃗, ψ>>⃗ ?B " μ�C!A ψ>>⃗ ?B − !:D.         (17) 

Но можно исходить из  величины потенци-

альной энергии 	:, чтобы представить конфигу-

рацию из условия стационарности функционала 

объема !A ψ>>⃗ ?B, записанного в виде: 

 !E = !Aψ>>⃗ ?B " μ�[	A;⃗, ψ>>⃗ ?B − 	:].           (18) 

Двойственной постановке задачи соответ-

ствует равенство: μ� = 1 μ�⁄ , которое видоизме-

няет формулу (18): 

 !E = μ�[	A;⃗, ψ>>⃗ ?B − 	: " μ�!Aψ>>⃗ ?B].       (19) 

Решения задач  с функционалами (17) и (19) 

совпадают с точностью до постоянного множи-

теля μ. 
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Первостепенность энергетического начала 

продемонстрируем на двух примерах [20]. Они 

относятся к консоли длиной l=2м, нагруженной 

на конце моментом M равным 50 кН·м. Сечение 

имеет форму двутавра с заданными толщиной 

стенки 2,2 см и высотой полки 1см. Модуль упру-

гости равен 2·10H МПа. Подлежат определению 

высота сечения и ширина полки. 

В первом примере задан относительный про-

гиб конца консоли 0,006, являющийся производ-

ной функцией от энергии. Сначала на основании 

заданного условия определена площадь попереч-

ного сечения. Затем решена изопериметрическая 

задача при заданной площади сечения с исполь-

зованием функционала Кастильяно. Двойствен-

ная постановка задачи обеспечила совпадение ре-

шений: 29,32 см и 1,07 см соответственно. 

Во втором примере задано допустимое 

напряжение 160 МПа, не имеющее энергетиче-

ского смысла. После аналогичной процедуры по-

лучены несовпадающие решения: 22,6 см и 29,13 

см для высоты сечения, 8,26 и 1,08 см для ши-

рины полки. 

При расчете конструкций обычно имеют ме-

сто противоречивые установки: переход от стро-

гой теории к численным методам, упрощение 

диаграммы материала и др., что требует обосно-

ванных упрощений. Это находит отражение в так 

называемой расчетной схеме конструкции – 

упрощенной схеме, отражающей ее основные 

данные.  

Модель структурного синтеза приемлет эти 

установки и дополняет их специфическими  па-

раметрами и функциями, а также информацией о 

вариации внешних связей. Упрощениями явля-

ется квазистатический характер внешних сил и 

однократное нагружение.  

В ряде случаев оправдывают себя дискрет-

ные модели тел. Континуальной системе отве-

чает модель, включающая дискретные пара-

метры. Это сочетается с методами математиче-

ской дискретизации. 

Выводы. Синтез конструкций преследует 

установление конфигурации (топологии, геомет-

рии, параметров элементов) и подбор материа-

лов. Немаловажную роль играет выбор объектив-

ного критерия рационального проектирования, 

который должен иметь энергетическое начало. 

Вариационная постановка задачи синтеза несу-

щих конструкций позволила произвести обобще-

ние теоремы Васютинского на линейно-упругие 

системы с растянутыми и сжатыми стержнями, 

что несколько расширяет область использования 

привычного критерия минимума объема матери-

ала. Однако обозначенная в теореме равнонапря-

женность недостижима для элементов, испыты-

вающих изгиб и кручение. Приемлемость крите-

рия минимума объема устанавливается на основе 

возможности двойственной реализации задачи на 

условный экстремум с интегральными связями. В 

других случаях неизбежно непосредственное ис-

пользование вариационных принципов синтеза 

конструкций. 

Теоретически оптимальная конструкция не 

отражает утилитарные факторы: методы произ-

водства работ, сроки производства и другие об-

стоятельства, которые не поддаются учету в виде 

дополнительных условий. При реализации про-

екта это можно корректировать посредством вне-

сения изменений в конфигурацию или состав ма-

териалов. Но даже тогда, когда из-за сложностей 

технологического характера реализация проекта 

ограничивается, само представление оптималь-

ной конструкции имеет важное значение, по-

скольку создает возможность оценить качество 

существующих конструкций такого рода. Могут 

быть случаи, когда используемые на практике 

конструкции оказываются близкими к оптималь-

ным и их совершенствование не оправдывается 

по экономическим соображениям. 
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ENERGY BEGINNING IN THE THEORY OF STRUCTURE SYNTHESIS 

Abstract. The theory of construction synthesis is based on the principle of stationary action. The funda-

mental beginning of the design of structure is the variational principle of structural synthesis with energy 

content. The increment in the energy of external forces and the potential energy of deformation depends not 

only on the increments of displacements and internal forces, as provided by the principles of Lagrange and 

Castigliano, but also on the changes of configuration body and materials modules. The influence of these 

factors on the potential strain energy is discussed on the example of a tensioned rod and a rod system. A 

generalization of Vasyutinskii's theorem to the case of a system with stretched and compressed rods is given, 

which makes it possible to make a transition from minimizing the potential strain energy functional to mini-

mizing the volume of material. Outside of this theorem, volume minimization is possible only when the energy 

principle is introduced into an additional condition, as evidenced by the dual substitution of the problem for a 

conditional extremum with integral connections. This situation is illustrated by the example of the formation 

of an I-section of a console loaded at the end with a moment. When the condition is set in the form of a relative 

deflection of the end of the console, the dual substitution of the problem takes place. It is unacceptable in the 

case of setting the  admissible stress, excluding the energy content of the additional condition. 

Keywords: Rod system, structural synthesis, variational principles, minimum of material volume. 
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